
Äèâåðãåíòíûé ìåòîä

â çàäà÷àõ

óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëåíèÿ

Èãîðü Áîðèñîâè÷ Ôóðòàò
ä.ò.í., ïðîô., çàâ. ëàá.

cainenash@mail.ru
https://furtat-igor.tilda.ws

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ (ÈÏÌàø ÐÀÍ), ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

ÂÑÏÓ 2024, 18 èþíÿ 2024 ã.

Èãîðü Ôóðòàò (ÈÏÌàø ÐÀÍ, ÑÏá) Ïîòîê, äèâåðãåíöèÿ ÂÑÏÓ 2024 1 / 32



Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Ñèíòåç çàêîíà óïðàâëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Èãîðü Ôóðòàò (ÈÏÌàø ÐÀÍ, ÑÏá) Ïîòîê, äèâåðãåíöèÿ ÂÑÏÓ 2024 2 / 32



Ââåäåíèå

Ââåäåíèå

Èãîðü Ôóðòàò (ÈÏÌàø ÐÀÍ, ÑÏá) Ïîòîê, äèâåðãåíöèÿ ÂÑÏÓ 2024 3 / 32



Ìåòîä ôóíêöèé À.Ì. Ëÿïóíîâà

À.Ì. Ëÿïóíîâ (06.06.1857�03.11.1918)

Áóäåì íàçûâàòü òî÷êó ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé) åñëè îíà óñòîé÷èâà (íåóñòîé÷èâà)
ïî Ëÿïóíîâó
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Ìåòîä Í.Ã. ×åòàåâà

Í.Ã. ×åòàåâ (06.12.1092�17.10.1959)
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Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ è äèâåðãåíöèÿ

Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

Φ =
∫
S

f · n dS

Äèâåðãåíöèÿ

div{f } = lim
V→0

Φ
V = ∂fx

∂x +
∂fy
∂y + ∂fz

∂z
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Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ÓÍ)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ÓÍ

∂ρ
∂t + div(ρV ) =q,

Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà ÓÍ
∂
∂t

∫
ρdV +

∮
ρVdS =q,

q>0 (èñòîê), q<0 (ñòîê), q=0 (íè÷åãî)

Ïðèëîæåíèÿ:

✓ Ãèäðîäèíàìèêà è ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà

✓ Ýëåêòðîìàãíåòèçì

✓ Òåîðèÿ âîëí

✓ Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà
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Ðàáîòû ñ 1954 ïî 1999 ãã.

Àâòîð(û) Ãîä Æóðíàë Íàçâàíèå

Zaremba S.K. 1954
Amer. Journal
of Math.

Divergence of vector �elds and di�erential
equations

Êðàñíîñåëüñêèé
Ì.À., Ïåðîâ À.È.,
Ïîâîëîöêèé À.È.,
Çàáðåéêî Ï.Ï.

1963 Ì: Ôèçìàòëèò Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè

Fronteau J. 1965 Gen�eve: CERN Le th�eor�em de Liouville et le probl�em g�en�eral
de la stabilit�e

Brauchli H.I. 1968
Z�urich:
Abhandlung
Verlag

Index, Divergenz und Stabilit�at in
Autonomen equations

Øåñòàêîâ À.À.,
Ñòåïàíîâ À.Í.

1979 Äèôô-å óð-ÿ
Èíäåêñíûå è äèâåðãåíòíûå ïðèçíàêè
óñòîé÷èâîñòè îñîáîé òî÷êè àâòîíîìíîé
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Æóêîâ Â.Ï. 1978 ÀèÒ Îá îäíîì ìåòîäå êà÷åñòâåííîãî èññëåäî-
âàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì

Æóêîâ Â.Ï.
1979, 1981, 1983�1985, 1987,
1988, 1990, 1992 (2), 1994�
1998, ..., 2003.

ÀèÒ �

Æóêîâ Â.Ï. 1999 ÀèÒ
Äèâåðãåíòíûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà
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Ðàáîòû ñ 1954 ïî 1999 ãã.

Íåóñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà:
[Zaremba54, Êðàñíîñåëüñêèé è äð.63, Fronteau65, Brauchli68, Æóêîâ78,79].

Óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè óëó÷øåíû â [Øåñòàêîâ è Ñòåïàíîâ,78, Æóêîâ90]. Óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà óëó÷øåíû â [Æóêîâ99] çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ρ(x).

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà
ẋ = f (x) ẋ = ρ(x)f (x)

äëÿ x ∈ Rn èññëåäóåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü

äëÿ x ∈ R2 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü

ρ(x) > 0 � âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

div{ρf } < 0 (�Ó�) è div{ρf } > 0 (ÍÓ)
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Ðàáîòû 2000 è 2001 ã.ã.

[Rantzer00,Rantzer01]: àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðåøåíèé
äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé â
ñèñòåìàõ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.
Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ρ(x) (íàçâàííàÿ
density function)

Ìåòîäû [Rantzer00,Rantzer01] ïîëó÷èëè
íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå

280 öèòèðîâàíèé ïî Scopus íà [Rantzer,
SCL, 2001]

Anders Rantzer (prof., Lund University) â
äàííûõ ñòàòüÿõ íå ññûëàåòñÿ íà ðàáîòû
1954-1999 ãã.

✓ Rantzer A., Parrilo P.A. On convexity in stabilization of nonlinear systems // 39th IEEE CDC, 2000.

✓ Rantzer A. A dual to Lyapunov's stability theorem // Systems & Control Letters. 2001.
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Àâòîíîìíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
ẋ = f (x), (1)

x ∈ Rn

f = [f1, ..., fn]
T : D → Rn � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè

D ⊂ Rn

D ñîäåðæèò x = 0 è f (0) = 0
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Îáðàòíàÿ òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 1 (Ôóðòàò, Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, 2020; Furtat et al., IFAC WC, 2020)

Ïóñòü x = 0 � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1). Òîãäà ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ρ(x) è S(x) òàêèå, ÷òî
ρ(x) → ∞ è S(x) → ∞ ïðè x → D̄, |∇{S(x)}| ≠ 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ D \ {0} è äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1
∫
V
div{ρ(x)f (x)}dV < 0, V = {x ∈ D : S(x) ≤ C}

2
∫
Vinv

div{ρ−1(x)f (x)}dVinv > 0, Vinv = {x ∈ D : S−1(x) ≥ C}
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Ñðàâíåíèå

[Rantzer01] Ïðåäëîæåííûå óñëîâèÿ

� ∫
V
div{ρ(x)f (x)}dV < 0

div{ρ−1(x)f (x)} > 0
∫
Vinv

div{ρ−1(x)f (x)}dVinv > 0

Äèô-àÿ ôîðìà ÓÍ

∂ρ

∂t︸︷︷︸
=0

+div(ρV ) < 0

Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà ÓÍ

∂

∂t

∫
S
ρdV︸ ︷︷ ︸

=0

+
∫
S div(ρV )dS < 0
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 2 (Ôóðòàò, Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, 2020; Furtat et al., IFAC WC, 2020)

Ïóñòü çàäàíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ρ(x), îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè

D. Òîãäà òî÷êà x = 0 óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà), åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1 div{ρ(x)f (x)} ≤ ρ(x)div{f (x)}

2 div{ρ−1(x)f (x)} ≥ 0 è div{f (x)} ≤ 0

3 div{ρ(x)f (x)} ≤ β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f (x)}, ãäå β(x) > 1 è div{f (x)} ≤ 0 èëè òîëüêî β(x) = 1

4 div{ρ(x)f (x)} ≤ 0 è div{ρ−1(x)f (x)} ≥ 0

Åñëè â 1�4 çàìåíèòü íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà íà ñòðîãèå, òî x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Äèô-àÿ ôîðìà ÓÍ
∂ρ

∂t︸︷︷︸
=0

+div(ρV ) < 0
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Ñðàâíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

[Rantzer01] Ïðåäëîæåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

�

�

div{ρ(x)f (x)} ≤ ρ(x)div{f (x)} (Ó)

div{ρ(x)f (x)} < ρ(x)div{f (x)} (ÀÓ)

�

div{ρ−1(x)f (x)} > 0 è div{f (x)} < 0 (ÀÓ)

div{ρ−1(x)f (x)} ≥ 0 è div{f (x)} ≤ 0 (Ó)

div{ρ−1(x)f (x)} > 0 è div{f (x)} < 0 (ÀÓ)

�

�

div{ρ(x)f (x)} ≤ β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f (x)} (Ó),
ãäå β(x) > 1 è div{f (x)} ≤ 0 èëè òîëüêî β(x) = 1

div{ρ(x)f (x)} < β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f (x)} (ÀÓ),
ãäå β(x) > 1 è div{f (x)} > 0 èëè òîëüêî β(x) = 1

�

�

div{ρ(x)f (x)} ≤ 0 è div{ρ−1(x)f (x)} ≥ 0 (Ó)

div{ρ(x)f (x)} < 0 è div{ρ−1(x)f (x)} > 0 (ÀÓ)

(Ó) � óñòîé÷èâîñòü
(ÀÓ) � àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
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Ïðèìåð (Rantzer vs. ïðåäëîæåííûé äèâåðãåíòíûé ìåòîä)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = −4x1x
2
2 − x31 ,

ẋ2 = 4x21 x2 − x32 − 8x2x
2
3 ,

ẋ3 = −x33 + 8x22 x3

Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ (0, 0, 0).

−1
−0.5

0
0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

1

x1

x2

x
3

[Rantzer01] Ïðåäëîæåííûå óñëîâèÿ

Ñõîäèìîñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ ÍÓ

� (ò.ê. div{f } = x21 + x22 − 11x23 )

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû

ÀÓ (div{ρ(x)f (x)} < ρ(x)div{f (x)})
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Ïðèìåð (ìåòîä ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà vs. äèâåðãåíòíûé ìåòîä)

Ìîäåëü ìàÿòíèêà

ẋ1 = x2
ẋ2 = − g

l sin(x1)−
k
mx2

Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ (0, 0).

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Ìåòîä ôóí-é Ëÿïóíîâà [Khalil02] Äèâåðãåíòíûé ïîäõîä [Furtat & Gushchin,
IEEE Access, 21]

V (x) = g
l
[1− cos(x1)] + 0.5x22

Óñòîé÷èâîñòü (V̇ = − k
m
x22 )

ρ(x) = g
l
[1− cos(x1)] + 0.5x22

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Íå ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü è ρ â
îòëè÷èå îò [Rantzer01]
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Àíàëèç íåóñòîé÷èâîñòè

Ìåòîä Óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè

[Zaremba54,Æóêîâ78] div{f (x)} > 0

[Æóêîâ79] div{ρ(x)f (x)} > 0 è ρ(x) > 0

[Furtat & Gushchin, IEEE
Access, 22]

4-è íîâûõ óñëîâèÿ

ρ(x) ìîæåò áûòü íå
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
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Àíàëèç íåóñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 3 (Furtat & Gushchin, IEEE Access, 2022)

Ïóñòü ρ(x) : D → R � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ρ(0) = 0 è ρ(x0) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ñ

ïðîèçâîëüíî ìàëîé âåëè÷èíîé ∥x0∥. Çàäàäèì U = {x ∈ B : ρ(x) > 0} è B = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ r , r > 0} òàêèå, ÷òî

B ⊆ D. Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (1) íåóñòîé÷èâà, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé âûïîëíåíî äëÿ

ëþáûõ x ∈ U:

1 div{ρ(x)f (x)} > ρ(x)div{f (x)}

2 div{ρ−1(x)f (x)} < 0 è div{f (x)} ≥ 0

3 div{ρ(x)f (x)} > β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f (x)}, ãäå β(x) > 1 è div{f (x)} ≥ 0 èëè òîëüêî β(x) = 1

4 div{ρ(x)f (x)} > 0 è div{ρ−1(x)f (x)} < 0

Äèô-àÿ ôîðìà ÓÍ
∂ρ

∂t︸︷︷︸
=0

+div(ρV ) > 0
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Íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó
ẋ = f (x , t), (2)

x ∈ Rn

f : D × [0,∞) → Rn íåïðåðûâíà ïî t è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî x â D × [0,∞)

D ⊂ Rn ñîäåðæèò x = 0 è f (0, t) = 0
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 4 (Êðàòêèé ðåçóëüòàò. Furtat & Gushchin. Journal of Franklin Institute, 2020)

1
∫
V

[
∂ρ(x,t)

∂t + div{µ(x , t)|∇{ρ(x , t)}|f (x , t)}
]
dV < 0

2
∫
Vinv

[
∂ρ−1(x,t)

∂t + div{µ(x , t)|∇{ρ−1(x , t)}|f (x , t)}
]
dVinv > 0

Äèô-ÿ ôîðìà ÓÍ ∂ρ
∂t

+ div(ρV ) =q < 0 Èíò-ÿ ôîðìà ÓÍ ∂
∂t

∫
ρdV +

∮
ρVdS =q < 0

Äèíàìèêà æèäêîñòè |∇ρ|µ èëè |∇ρ−1|µ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè è f � ïîòîê âåêòîðà
ñêîðîñòè

Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíåòèçìà µ|∇S |f è µ|∇ρ−1|f � ïëîòíîñòü òîêà è ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè µ|∇ρ|f èëè µ|∇ρ−1|f � âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè è ρ � ëîêàëüíàÿ
ïëîòíîñòü ýíåðãèè

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ρ � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è µ|∇ρ|f èëè µ|∇ρ−1|f �
âåðîÿòíîñòü òîêà
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 5 (Furtat & Gushchin, Journal of the Franklin Institute, 2020)

x = 0 � ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà, åñëè

1
∂ρ(x,t)

∂t + div{ρ(x , t)f (x , t)} ≤ ρ(x , t)div{f (x , t)}

2
∂ρ−1(x,t)

∂t + div{ρ−1(x , t)f (x , t)} ≥ 0 è div{f (x , t)} ≤ 0

3 2∂ρ(x,t)
∂t + div{ρ(x , t)f (x)} ≤ 0 è div{ρ−1(x)f (x , t)} ≥ 0

Åñëè íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òîãäà x = 0 � ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ.

Äèô-àÿ ôîðìà ÓÍ ∂ρ
∂t +div(ρV ) < 0
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Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå

Àíàëèç

Ñèíòåç çàêîíà óïðàâëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

Èñïîëüçîâàíèå ρ äëÿ àíàëèçà
Èñïîëüçîâàíèå ρ äëÿ ñèíòåçà

Çàêëþ÷åíèå
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Ïðèìåð
Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ρ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

çàìêíóòîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

ẋ1 = x2 − g(t)x1
1+x2

2
,

ẋ2 = u,

g(t) íåèçâåñòíà, íî 0 < g(t) < g < ∞
Òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü ðàâíîìåðíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü x = 0
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Ïðèìåð (äèâåðãåíòíûé ìåòîä vs. ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà)

Äèâåðãåíòíûé ïîäõîä Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

1 Âûáåðåì ρ(x) = (x21 + x22 )
α, α ∈ N

div{f } < 0 è div{ρ−1f } > 0

2 Íàéäåì u : div{f } = g

1+x22
+ ∂u

∂x2
< 0

Ïóñòü

g

1+x22
+ ∂u

∂x2
= − γ−g

1+x22
, γ > g (3)

3 Îäíî èç ðåøåíèé (3):

u = −γ atan(x2)− x1 (4)

4 Ïðîâåðèì

div{ρ−1f } = (x21 + x22 )
−α−1

×
[
(2αg−g−γ)x21

1+x22
+ 2αγx2atan(x2)−

(g+γ)x22
1+x22

]
> 0

1 Âûáåðåì V (x) = (x21 + x22 )
α

2 Íàéäåì

dV
dt

= (x21 + x22 )
−α−1

[
x1x2 − gx1

1+x21
+ x2u

]
3 Ïîäñòàâèì (4)

dV
dt

= −(x21 + x22 )
−α−1

[
gx1
1+x21

+ γx2atan(x2)

]
< 0
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Ïðèìåð. Èëëþñòðàöèÿ
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Ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå. Èñïîëüçîâàíèå ρ äëÿ ñèíòåçà u

Îáúåêò óïðàâëåíèÿ (ìèíèìàëüíî-ôàçîâûé)

Q(p)y(t) = R(p)u(t)

y ∈ R � âûõîäíîé ñèãíàë, u ∈ R � âõîäíîé ñèãíàë (óïðàâëåíèå)
Q(p) è R(p) � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Ioannou and Sun 12 (book)
Khalil and Praly IJRNC 14
Öûêóíîâ è äð. ÀèÒ 07-17

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä
Furtat & Gushchin, IJC, 2020
Ôóðòàò, ÀèÒ, 2023

Çàêîí óïðàâëåíèÿ u(t) = −α Qm(p)

pRm(p)(µp+1)γ−1 y(t) u(t) = −α Qm(p)

pRm(p)(µp+1)γ−1 ρ(y , t)y(t)

Öåëü óïðàâëåíèÿ limt→T |y(t)| < δ
Çàâèñèò îò âûáîðà ρ

Íàïðèìåð, g(t) < y(t) < g(t)
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Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå. Èñïîëüçîâàíèå ρ äëÿ ñèíòåçà u

Îáúåêò óïðàâëåíèÿ (ìèíèìàëüíî-ôàçîâûé è degQ − degR = 1)

Q(p)y(t) = R(p)u(t) (5)

Ìèðîøíèê, Íèêèôîðîâ, Ôðàäêîâ
2000 (book)
Àíäðèåâñêèé, Ôðàäêîâ 99 (book)
Annaswamy et al. TAC 86
Öûêóíîâ ÀèÒ 05

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä
Ôóðòàò, ÀèÒ, 2023

Çàêîí óïðàâëåíèÿ u(t) = cT(t)w(t)
ċ = −αyw

u(t) = cT(t)w(t) + ρ(y , t)
ċ = −αyw

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ẏ(t) = (c(t)− c0)
Tw(t)− αy ẏ(t) = (c(t)− c0)

Tw(t) + ρ(y , t)

Öåëü óïðàâëåíèÿ lim
t→∞

y(t) = 0
Çàâèñèò îò âûáîðà ρ

Íàïðèìåð, g(t) < y(t) < g(t)
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Ïðèìåð. Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå

ρ(y , t) = −αy � àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå: Ìèðîøíèê, Íèêèôîðîâ, Ôðàäêîâ 2000 (book)

ρ(y , t) = α ln g−y
g+y
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Ðèñ.: Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðè ρ(y , t) = −αy è ρ(y , t) = α ln g−y
g+y

.
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Ïðèìåð. Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå

ρ(y , t) = α ln g−y
y−g

ρ(y , t) = −α ln(y − g)
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Управление электроэнергетическим стендом

Furtat et al. Int. Journal of Adaptive Control and Signal Processing, 2022



Управление электроэнергетическим стендом

 Линеаризация обратной связью и
робастное управление [Wang, Xie,
Hill et al., CDC 1992]

 Робастное управление с компенсацией
возмущений [Furtat et al., IJ
ACSP 2022]

 Предложенный (плотностной) закон
управления [Furtat et al., IFAC
WC, 2023]

Вначале присутствует затухающее возмущение в
приводе ротора генератора

На 80 сек. происходит резкое изменение
сопротивление нагрузки в сети

rad/s rad/s



Управление вибрационным мехатронным стендом



Управление вибрационным мехатронным стендом
ПИ-регулятор

Andrievski et al. Symmetry 
2022, 

CoDIT 2022, IFAC 2022

ПИ-регулятор с функцией плотности
Фуртат, АиТ, 2023

𝒚 𝒕 =
𝟏𝟎𝟏𝒑 + 𝟗𝟗𝟖

𝒑
𝒆(𝒕) 𝒚(𝒕) =

𝟏𝟎𝟏𝒑 + 𝟗𝟗𝟖

𝒑
𝝆(𝒆, 𝒕)

ПИ-регулятор ПИ-регулятор

Дивергентный ЗУ Дивергентный ЗУ

Двигатель 1 Двигатель 2



Управление мехатронными модулями в системах
трансформируемых конструкций объектов авиационно-

космической техники

АО «Информационные спутниковые
системы» имени академика

М. Ф. Решетнёва»

Furtat, Zhukov, Matveev, Cybernetics and Physics, 2023
Фуртат, Жуков, Слободзян, Мехатроника, автоматизация, управление, 2023
Furtat, Zhukov, Korotkov, Pryanichnikov, Russian Aeronautics, 2023



Заключение

 Предложено развитие дивергентного метода исследования
устойчивости автономных и неавтономных динамических систем

 Разработанный метод может быть использован как альтернативный
метод для существующих методов исследования устойчивости

 Показано использование дивергентного метода для синтеза закона
управления:

 функция плотности используется для анализа устойчивости
замкнутой системы

 функция плотности используется для синтеза закона
управления



Заключение

 Обобщены теоремы Бендиксона и Бендиксона-Дюлака об
отсутствии предельных циклов (для систем 2-го порядка)
на n-й случай

Furtat, Gushchin, IEEE Access, 2021

 Получены дивергентные условия экспоненциальной
устойчивости систем n-го порядка

Furtat, Gushchin, IEEE Access, 2022

 Разработаны методы управления с ограничениями на
фазовые переменные и входной сигнал. Расчет параметров
регулятора осуществляется с помощью LMIs (линейных
матричных неравенств)

Фуртат и др., АиТ, 2023
Furtat et al., European Journal of Control,

2024

 Разработаны дифференциатор, наблюдатель и
идентификатор с использованием свойств плотности
пространства


