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Аннотация: Работа посвящена задаче идентификации модели нейронной сети,
составленной из моделей нервных клеток ФитцХью-Нагумо. Задача решается
в предположениях о неизмеряемости части переменных и всех производных, а
также с учетом возникающих погрешностей. Сначала исходная модель с помощью
математических преобразований и фильтрации приводится к виду линейной
регрессии, параметры которой требуется оценить. Затем применяются классический
метод скоростного градиента и процедура динамического расширения и смешивания
регрессора (DREM). Полученные решения промоделированы в Simulink, выявлены
недостатки и преимущества использования каждого из методов в рассматриваемой
задаче.

1. Введение

В данной работе рассматривается задача идентификации сети из N моделей
нейронов ФитцХью-Нагумо (ФХН) [1, 2]. Модель ФХН – это упрощенная модель
Ходжкина-Хаксли, имеющая множество приложений благодаря своей простоте и
универсальности. Обычно только одна переменная ФХН доступна измерению, что
усложняет не только идентификацию модели, но и ее применение в целом.

В [3, 4] теоретически и численно обосновано решение задачи на основе метода
скоростного градиента [5]. В отличие от существующих работ, посвященных этой
задаче, в [4] решалась задача идентификации не одной модели, а N моделей ФХН,
связанных между собой. Также подход [3, 4] учитывает погрешность при измерении
переменной мембранного потенциала. Целью этой работы является сравнение
результата [4] с результатами, которые можно получить, применяя альтернативный
подход к идентификации, процедуру DREM. Она была предложена всего несколько
лет назад [6], однако, успела зарекомендовать себя в качестве альтернативы
классического градиентного подхода, работающей при выполнении более слабых
условий на исходную модель [7].
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2. Построение алгоритма идентификации

Рассмотрим модель нейронной сети, составленную из N моделей ФитцХью-
Нагумо:

(1)

{︃
𝑢′
𝑘 = 𝑢𝑘 −

𝑢3
𝑘

3
− 𝑣𝑘 + 𝐼𝑒𝑥𝑡 + 𝜎

∑︀N
𝑗=1𝐴𝑘𝑗[𝐵𝑢𝑢(𝑢𝑗 − 𝑢𝑘) +𝐵𝑢𝑣(𝑣𝑗 − 𝑣𝑘)],

𝑣′𝑘 = 𝜀(𝑢𝑘 − 𝑎− 𝑏𝑣𝑘) + 𝜎
∑︀N

𝑗=1𝐴𝑘𝑗[𝐵𝑣𝑢(𝑢𝑗 − 𝑢𝑘) +𝐵𝑣𝑣(𝑣𝑗 − 𝑣𝑘)],

где 𝑘 ∈ 1 : N, 𝑢𝑘 – мембранные потенциалы нейронов, 𝑣𝑘 – переменные совокупного
действия всех медленных ионных токов, отвечающих за восстановление потенциала
покоя. 𝑎, 𝑏, 𝜀 > 0, 𝐼𝑒𝑥𝑡 – параметры модели ФХН [1, 2], 𝜎 – общая сила связи, 𝐴𝑘𝑗 –
коэффициенты матрицы смежности сети (предполагаем, что связи ненаправленные),
𝐵𝑢𝑢, 𝐵𝑢𝑣, 𝐵𝑣𝑢, 𝐵𝑣𝑣 – некоторые коэффициенты масштабирования.

Предполагается, что измеряемы только переменные 𝑢𝑘, что соответствует
биологической интерпретации модели. Более того, при измерении 𝑢𝑘 неизбежно
возникнет погрешность. Учтем ее мультипликативно, введя замену: 𝑦𝑘 = 𝑐𝑢𝑘, где
𝑐 – априори неизвестный коэффициент масштабирования, 𝑦𝑘 – новые переменные.
С помощью математических преобразований [4] система (1) приводится к уравнению:

(2)
(︁∑︁N

𝑘=1
𝑦𝑘

)︁′′
= 𝜃*1

(︁∑︁N

𝑘=1
𝑦𝑘

)︁′
+𝜃*2

(︁∑︁N

𝑘=1
𝑦3𝑘

)︁′
+𝜃*3

(︁∑︁N

𝑘=1
𝑦𝑘

)︁
+𝜃*4

(︁∑︁N

𝑘=1
𝑦3𝑘

)︁
+𝜃*5,

в котором отсутствуют неизмеряемые переменные 𝑣𝑘,
𝜃* = (1− 𝜖𝑏 − 1

3𝑐2
𝜖(𝑏− 1) − 𝜖𝑏/3𝑐2 N𝑐𝜖(𝑎+ 𝑏𝐼𝑒𝑥𝑡))

T – вектор истинных значений
параметров.

Теперь нам осталось убрать неизмеряемые производные 𝑦′𝑘 и 𝑦′′𝑘 из уравнения (2).
Для этой цели будем использовать фильтр, двойной реальный дифференциатор:
(𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1)𝜉 = 𝑝2𝜂, где 𝜉 – оценка 𝜂′′, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡, 𝜏𝑖 > 0 𝑖 = 1, 2. Теперь применим
фильтр с передаточной функцией 𝑊 (𝑝) = ((𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1))−1 к обеим частям (2) и
введем новые отфильтрованные переменные:

(3)

𝑥1 = 𝑝2((𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1))−1
∑︁N

𝑘=1
𝑦𝑘,

𝑥2 = 𝑝((𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1))−1
∑︁N

𝑘=1
𝑦𝑘, 𝑥3 = 𝑝((𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1))−1

∑︁N

𝑘=1
𝑦3𝑘,

𝑥4 = ((𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1))−1
∑︁N

𝑘=1
𝑦𝑘, 𝑥5 = ((𝜏1𝑝+ 1)(𝜏2𝑝+ 1))−1

∑︁N

𝑘=1
𝑦3𝑘.

Тогда уравнение (2) принимает вид:

(4) 𝑥1 = 𝜃*1𝑥2 + 𝜃*2𝑥3 + 𝜃*3𝑥4 + 𝜃*4𝑥5 + 𝜃*5.

Задача состоит в том, чтобы получить алгоритм настройки оценок параметров,
𝜃𝑖(𝑡) 𝑖 ∈ 1 : 5, модели (4), который бы обеспечивал достижение цели идентификации:

(5)
1) 𝑥̂1(𝑡)− 𝑥1(𝑡) → 0 для 𝑡 → ∞,

2) 𝜃(𝑡)− 𝜃* → 0 для 𝑡 → ∞,

где 𝑥̂1 – оценка выходного сигнала 𝑥1 модели (4),
𝜃(𝑡) = (𝜃1(𝑡) 𝜃2(𝑡) 𝜃3(𝑡) 𝜃4(𝑡) 𝜃5(𝑡))

T.

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ
ВСПУ-2024

Москва 17-20 июня 2024 г.

1030



2.1. Метод скоростного градиента

Построим дополнительную адаптивную систему с 𝑥̂1(𝑡) в качестве выходной
переменной и 𝜃(𝑡) в качестве параметров:

(6) 𝑥̂1 = 𝜃1𝑥2 + 𝜃2𝑥3 + 𝜃3𝑥4 + 𝜃4𝑥5 + 𝜃5.

К ней можно применить метод скоростного градиента для интегрального
целевого функционала 𝑄𝑡, явно зависящего от настраиваемых параметров [5]:

(7) 𝑄𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

1

2
𝛿2(𝑥(𝑠), 𝜃(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠,

где 𝛿(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑥̂1(𝑡) − 𝑥1(𝑡). В таком случае алгоритм скоростного градиента
принимает вид:

(8) 𝜃′(𝑡) = −Γ𝛿(𝑥, 𝜃, 𝑡)𝑧(𝑥, 𝑡),

где Γ = diag{𝛾1, ..., 𝛾5} – матрица положительных коэффициентов усиления, 𝑧(𝑥, 𝑡) =
(𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 1)T – вектор наблюдаемых величин (регрессор из уравнения (4)).

Определение 1. Для вектор-функции 𝜑(𝑡) выполняется условие постоянного
возбуждения, если функция ограничена при 𝑡 ⩾ 0 и существуют положительные

𝐿, 𝛼, 𝑡0 такие, что для любого 𝑡 > 𝑡0 выполняется:

(9)

∫︁ 𝑡+𝐿

𝑡

𝜑(𝑠)𝜑(𝑠)T𝑑𝑠 ⩾ 𝛼𝐼𝑚.

Теорема 1. О достижении цели идентификации для сети из N моделей
ФХН [4]. Если вектор-функция 𝑧(𝑥(𝑡), 𝑡) = (𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 1)T удовлетворяет

условию постоянного возбуждения (9), то в системе (2), (3), (6), (8) цель

идентификации (5) достигается при интегральном целевом функционале (7).

2.2. Процедура DREM

Альтернативным способом идентификации уравнений вида (4) является
процедура DREM [6, 7]. Перед определением закона настройки параметров
уравнение регрессии преобразуется в два этапа. На первом шаге проводится
процедура расширения регрессора: к уравнению (4) применяются линейные
устойчивые фильтры. Результатом такой фильтрации будет новое многомерное
уравнение регрессии:

(10) 𝑋1(𝑡) = 𝑍(𝑡)𝜃*,

где 𝑋1(𝑡) ∈ R5, 𝑍(𝑡) ∈ R5×5. Одним из основных подходов к расширению регрессора
является подход, предложенный Крейссельмейером [8], в котором 𝑋1(𝑡) и 𝑍(𝑡) из (10)
получаются, как решения дифференциальных уравнений:

(11)
𝑋 ′

1(𝑡) = −𝑙𝑋1(𝑡) + 𝑧(𝑡)𝑥1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 05,

𝑍 ′(𝑡) = −𝑙𝑍(𝑡) + 𝑧(𝑡)𝑧T(𝑡), 𝑍(𝑡0) = 05×5,
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где 𝑙 > 0 – настраиваемый коэффициент. Второй шаг - процедура смешивания
регрессора: обе части уравнения (10) умножаются на присоединенную к 𝑍(𝑡)
матрицу:

(12) ̃︀𝑥1(𝑡) = ∆(𝑡)𝜃*,

где ̃︀𝑥1(𝑡) = adj{𝑍(𝑡)}𝑋1(𝑡),∆(𝑡) = det{𝑍(𝑡)}. Затем для (12) задается градиентный
закон настройки параметров аналогичный (8):

(13) 𝜃′(𝑡) = −Γ∆(𝑡)(∆(𝑡)𝜃(𝑡)− ̃︀𝑥1(𝑡)).

Основным преимуществом закона (13) является то, что достижение цели
идентификации будет обеспечено при выполнении в некотором смысле более
слабого условия, чем условие постоянного возбуждения 𝑧(𝑥, 𝑡), а именно ∆(𝑡) /∈ 𝐿2.
Более того, для процедуры расширения (11) было доказано в [9], что если условие
постоянного возбуждения выполнено для 𝑧(𝑥, 𝑡), то оно будет выполнено и для ∆(𝑡).

3. Результаты компьютерного моделирования

В Simulink были промоделированы системы (2), (3), (8) и (2), (3), (11), (13) в
первую очередь для одной модели ФХН с начальными данными и параметрами:

𝑦(0) = 0.7, 𝑦′(0) = 0.4, 𝜃(0) = (−0.9 0.02 0.8 − 0.1 0.15)T(14)

𝐼 = 1, 𝑎 = 0.7, 𝑏 = 0.1, 𝜖 = 1/12.5, 𝑐 = 0.9, 𝜏1 = 𝜏2 = 0.01, 𝛾𝑖 = 1 𝑖 ∈ 1 : 5.(15)

а) б)

Рис. 1. Графики ошибок оценивания параметров 𝜃* одной модели ФХН с
начальными данными (14) и параметрами (15) в случае применения а) метода
скоростного градиента б) DREM с 𝑙 = 0.6

На рис.1 видно, что время сходимости параметров к их истинным значениям
меньше для алгоритма, полученного с помощью DREM, чем для классического
алгоритма скоростного градиента. Однако, с точки зрения объема вычислений
DREM значительно уступает: для достижения точности оценивания каждого из
параметров равной 10−2 в случае а) Simulink потребовалось около трех секунд,
тогда как в случае б) такая же точность достигается почти за четыре минуты.
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Такое увеличение времени моделирования объясняется усложнением моделируемой
системы: применение DREM вводит дополнительную фильтрацию, дополнительные
арифметические операции (вычисление определителя и сопряженной матрицы) и
увеличивает размерность исследуемой системы (если представить решения в виде
систем уравнений в пространстве состояний, то (3), (8) имеет размерность 9, тогда
как (3), (11), (13) – размерность 39). Это может стать серьезным препятствием
при моделировании активности нейронов в реальном времени, как и необходимость
выбирать настраиваемый коэффициент 𝑙 из (11). Незначительное его изменение
приводило к возникновению сингулярностей в решении, либо наоборот к практически
моментальному обращению решения в ноль.

4. Заключение

Полученные результаты показывают, что эффективным способом оценивания
параметров сети из N моделей нейронов ФХН в случае неизмерямости переменных
совокупного действия медленных ионных токов и производных каждой из
переменных является приведение исходной системы к уравнению линейной
регрессии с помощью фильтров-дифференциаторов и последующая идентификация
полученной регрессии с помощью метода скоростного градиента или с помощью
процедуры DREM. Преимуществами применения DREM в этой задаче являются
ослабление условия постоянного возбуждения, которое, однако, всегда выполнялось
во время наших численных экспериментов с моделями ФХН, а также уменьшение
времени, за которое достигается цель идентификации. Его существенный на
практике недостаток по сравнению с методом скоростного градиента – значительное
увлечение вычислительной сложности.
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