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Аннотация: В работе рассмотрена линейная стационарная модель системы с
мультипликативными шумами в пространстве состояний. Внешнее возмущение,
действующее на систему, принадлежит множеству стационарных гауссовских
последовательностей с фиксированной верхней границей уровня средней
анизотропии. Для указанного класса систем предлагается построение управления,
минимизирующего анизотропийную норму замкнутой системы на основе
динамического регулятора. Задача поиска матриц этого регулятора в пространстве
состояний с помощью специальной линеаризующей замены сведена к задаче
выпуклой оптимизации.

1. Введение

Подавление внешних возмущений – одна из наиболее важных проблем в теории
управления. Некоторые из методов направлены на подавление возмущений с
известными стохастическими характеристиками (ℋ2-теория). С другой стороны,
ℋ∞ подход [1] предлагает парировать возможный «наихудший» случай воздействия.
Однако ℋ∞-управление обладает чрезмерным консерватизмом, а ℋ2 оптимальные
регуляторы чувствительны к малым изменениям параметров. Хотя некоторые
исследования, объединяющие эти два подхода, были опубликованы [2–5], но при
этом ℋ2- и ℋ∞-теории в некотором смысле принципиально различны.

Замечательная теория, разработанная И.Г. Владимировым [6, 7], объединяет
как ℋ2, так и ℋ∞ подходы в качестве предельных случаев. Анизотропийная теория
предлагает стохастический подход к теории управления, основанный на терминах,
заимствованных из теории информации. Центральным понятием этой теории
является анизотропия случайного вектора, которая первоначально рассматривалась
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как относительная энтропия функции распределения случайного вектора,
нормализованной на единичной сфере, относительно равномерного распределения.
Позже эта концепция была изменена [8]. В большинстве работ анизотропия
случайного вектора понимается как отклонение Кульбака-Лейблера между двумя
плотностями распределения, одна из которых принадлежит фиксированному
случайному вектору, а вторая принадлежит гауссову семейству случайных векторов
с нулевым средним и скалярной ковариационной матрицей. Рассматриваемая при
этом анизотропная норма системы является частным случаем индуцированной
стохастической нормы.

Система с мультипликативными шумами является важным случаем
стохастических систем. Они описывают механические, гибридные, биологические
системы, финансовые модели и многие другие объекты и процессы. Анализ в рамках
анизотропийной теории для нестационарных систем был представлен в [9], задача
оценивания была решена в [10], при этом настройка матрицы смежности для сети
оценивателей может быть настроена согласно алгоритму, предложенному в [11].
Стационарным системам посвящена работа [12]. В данной работе рассматривается
динамический регулятор и формулируется задача выпуклой оптимизации для
вычисления матриц регулятора. Линеаризация матричных неравенств выполняется
аналогично той, которая описана в [13].

2. Предварительные сведения

Анизотропия случайного 𝑚-мерного вектора 𝑊 с функцией плотности
распределения вероятностей (п.р.в.) 𝑓(𝑥) определяется в виде

A(𝑊 ) = min
𝜆>0

D(𝑓 ||𝑝𝜆),

где D(𝑓 ||𝑝𝜆) = E [ln 𝑓/𝑝𝜆] – уклонение Кульбака-Лейблера между 𝑓 и гауссовской
п.р.в. 𝑝𝜆(𝑥) = (2𝜋𝜆)−𝑚/2 exp

(︀
−‖𝑥‖2/(2𝜆)

)︀
(более детальное описание можно найти в

работе [8]), E(·) – оператор матожидания.
Рассмотрим расширенный вектор 𝑊𝑠:𝑡 = (𝑤T

𝑠 , 𝑤
T
𝑠+1, . . . , 𝑤

T
𝑡 )

T, 𝑠 ⩽ 𝑡.
Средняя анизотропия последовательности случайных гауссовских векторов {𝑤𝑘}
определяется в работе [7] в следующем виде:

(1) A(𝑊 ) = lim
𝑁→∞

A(𝑊0:𝑁−1)

𝑁
.

Анизотропийная норма системы 𝐹 определена через следующее выражение:

sup
A(𝑊 )⩽𝑎

𝑄(𝑍,𝑊 ) = |||𝐹 |||𝑎,

где 𝑄(𝑍,𝑊 ) =
√︀
E(|𝐹𝑊 |2)/E(|𝑊 |2) – средне квадратичный коэффициент усиления

при входе 𝑊 [14].
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3. Постановка задачи

Рассмотрим стационарную систему в пространстве состсояний:

(2)

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴0 +
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜇𝑖(𝑘)𝐴𝑖)𝑥(𝑘) +𝐵1𝑤(𝑘) +𝐵2𝑢(𝑘),

𝑧(𝑘) = 𝐶1𝑥(𝑘) +𝐷12𝑢(𝑘),
𝑦(𝑘) = 𝐶2𝑥(𝑘) +𝐷21𝑤(𝑘),

с нулевыми начальными условиями 𝑥(0) = 0. Здесь 𝑥(𝑘) ∈ R𝑛𝑥 – вектор состояния,
𝑤(𝑘) ∈ R𝑚𝑤 – внешнее возмущение из класса окрашенных последовательностей
случайных векторов с известным ограниченим на среднюю анизотропию 𝑎 ⩾ 0,
𝑧(𝑘) ∈ R𝑝𝑧 – управляемый выход, 𝑦(𝑘) ∈ R𝑝𝑦 – измеряемый выход. Система (2)
удовлетворяет условию управляемости. Матрицы 𝐴𝑖 известны. Случайные величины
𝜇𝑖(𝑘), 0 = 1, . . . , 𝑛 взаимно независимы между собой и внешним возмущением.

Задача состоит в поиске матриц для формирования динамического управления:

(3)
𝜉(𝑘 + 1) = 𝐴𝑐𝜉(𝑘) +𝐵𝑐𝑦(𝑘),
𝑢(𝑘) = 𝐶𝑐𝜉(𝑘) +𝐷𝑐𝑦(𝑘),

где 𝜉(𝑘) ∈ R𝑛𝑥 обозначает внутреннее состояние, при котором будет гарантирована
оценка сверху для анизотропийной нормы замкнутой системы числом 𝛾 > 0.

4. Основной результат

Сформулируем утверждение, являющееся решением поставленной задачи.

Теорема 1. Для линейного дискретного стационарного объекта управления

(2) при внешнем возмущении {𝑤(𝑘)} с ограниченным уровнем средней анизотропии

𝑎 ⩾ 0 замкнутая динамическим регулятором (3) система будет иметь

ограниченную числом 𝛾 анизотропийную норму, если следующая система

неравенств ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Π11 * * *
−𝐼𝑛𝑥 −Φ11 * *
0 0 −𝜂𝐼𝑚𝑤 *

𝐴0Π11 +𝐵2C 𝐴0 +𝐵2D𝐶2 𝐵1 +𝐵2D𝐷21 −Π11

A Φ11𝐴0 +B𝐶2 Φ11𝐵1 +B𝐷21 −𝐼𝑛𝑥

𝐴1Π11 𝐴1 0 0
0 0 0 0
· · · · · · · · · · · ·

𝐴𝑛Π11 𝐴𝑛 0 0
0 0 0 0

𝐶1Π11 +𝐷12C 𝐶1 +𝐷12D𝐶2 𝐷12D𝐷21 0

· · ·
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(4) · · ·

* * * · · · * * *
* * * · · · * * *
* * * · · · * * *
* * * · · · * * *

−Φ11 * * · · · * * *
0 −Π11 * · · · * * *
0 −ΠT

12 −Π22 · · · * * *
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · −Π11 * *
0 0 0 · · · −ΠT

12 −Π22 *
0 0 0 · · · 0 0 −𝐼𝑝𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≺ 0,

(5)

⎡⎢⎢⎣
Ψ− 𝜂𝐼𝑚𝑤 * * *

𝐵1 +𝐵2D𝐷21 −Π11 * *
Φ11𝐵1 +B𝐷21 −𝐼𝑛𝑥 −Φ11 *

𝐷12D𝐷21 0 0 −𝐼𝑝𝑧

⎤⎥⎥⎦ ≺ 0,

(6) 𝜂 > 𝛾2, Π11 ≻ 0, Φ11 ≻ 0,

[︂
Π11 𝐼𝑛𝑥

𝐼𝑛𝑥 Φ11

]︂
≻ 0,

(7) ln detΨ ⩾ 2𝑎+𝑚𝑤 ln(𝜂 − 𝛾2),

разрешима относительно 𝜂 > 0, Ψ = ΨT ≻ 0, Φ11 = ΦT
11 ≻ 0, Π11 = ΠT

11 ≻ 0,
Π22 = ΠT

22 ≻ 0, Π12, A, B, C, D. При этом матрицы регулятора (3) связаны с

решением системы (4)-(7) следующим образом:

(8)

𝐴𝑐 = Φ−1
12 (A+ Φ11𝐵2D𝐶2Π11

−B𝐶2Π11 − Φ11𝐵2C− Φ11𝐴0Π11)Π
−T
12 ,

𝐵𝑐 = Φ−1
12 (B− Φ11𝐵2𝐷𝑐),

𝐶𝑐 = (C−𝐷𝑐𝐶2Φ11)Π
−𝑇
12 ,

𝐷𝑐 = D.

Также следует принимать во внимание следующие условия:

(9) Φ12 = (𝐼𝑛𝑥 − Φ11Π11)Π
−T
12 ,

и матрицы Φ12, Π12 являются обратимыми.

На основе теоремы 1 можно поставить следующую задачу выпуклой
оптимизации: 𝛾2 −→

(4)−(7)
min, решив которую можно найти минимальное пороговое

значение 𝛾 для верхней границы анизотропийной нормы системы (2), замкнутой
регулятором (3).
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5. Заключение

В работе получено решение задачи поиска динамического регулятора для
стационарной системы с мультипликативными шумами. При выводе достаточных
условий ограниченности анизотропийной нормы замкнутой системы была
использована взаимно однозначная замена линеаризующая замена переменных,
позволяющая свести поиск матриц регулятора в пространстве состояний к решению
задачи выпуклой оптимизации.
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