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Аннотация: В настоящей работе исследуются полиномиально разрешимые случаи
задачи 1|𝑟𝑗 |𝐿max. Задача является 𝑁𝑃 -трудной, но существуют полиномиально
разрешимые случаи. Все примеры задачи, с точки зрения сложности, могут быть
рассмотрены как точки на поверхности единичной сферы в 3𝑛-мерном пространстве
примеров. Полиномиально разрешимые случаи лежат в определенных областях на
поверхности данной единичной сферы. Целью исследования является определение
соотношения разрешимых областей к общей площади сферы.

1. Введение

Çàäà÷à 1|𝑟𝑗|𝐿max ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òåîðèè ðàñïèñàíèé äëÿ îäíîãî
ïðèáîðà. Åå ìîæíî êðàòêî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóùèì îáðàçîì. Çàäàíî ìíîæåñòâî
èç 𝑛 òðåáîâàíèé 𝑁 = {𝑗1, ..., 𝑗𝑛}, êîòîðûå íóæíî âûïîëíèòü íà îäíîì ïðèáîðå.
Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ èçâåñòíû åãî ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ 𝑟𝑗, ïðîäîëæèòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ 𝑝𝑗 è äèðåêòèâíûé ñðîê 𝑑𝑗. Ïðåðûâàíèÿ â âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé è
îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ íå äîïóñêàþòñÿ. Ðàñïèñàíèå
𝜋 âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì èõ âûïîëíåíèÿ
(ò.å. ëþáîå ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé òðåáîâàíèé). Äàííàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ 𝑁𝑃 -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, ÷òî áûëî äîêàçàíî â [1]. Îäíàêî,
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ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè.

Ïîñêîëüêó ëþáîé ïðèìåð çàäà÷è õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì òðåõ õàðàêòåðèñòèê
äëÿ êàæäîãî èç 𝑛 òðåáîâàíèé, òî îí ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê òî÷êà â 3𝑛-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèìåðîâ. Ïðè÷åì ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ
(ïåðåñòàíîâêè) âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé èìååò çíà÷åíèå òîëüêî íàïðàâëåíèå
âåêòîðà èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåøàåìîìó ïðèìåðó.
Ìàñøòàáèðîâàíèå äàííîãî âåêòîðà ïðè íåèçìåííîì íàïðàâëåíèè ìåíÿåò çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè, íî íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà îïòèìàëüíóþ ïåðåñòàíîâêó è
íà ïðîöåññ ðåøåíèÿ [2]. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òî÷êè,
ðàñïîëîæåííûå íà ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû â 3𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è, ñëó÷àè êîãäà
𝑟𝑗 < 0 ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñëó÷àþ 𝑟𝑗 ⩾ 0. Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèáîð ãîòîâ
ê îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé â ìîìåíò âðåìåíè 0, òî ïîñòóïëåíèå òðåáîâàíèé
äî ãîòîâíîñòè ïðèáîðà íèêàê íå âëèÿåò íà âîçìîæíîñòü èõ âûïîëíåíèÿ è
îòðèöàòåëüíûå ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé ìîæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ áåç
âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå ïðèìåðà. Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî ìîìåíòà âðåìåíè 0
ïðèáîð ìîæåò âûïîëíÿòü òðåáîâàíèÿ, òî ïðèìåð ñ îòðèöàòåëüíûìè ìîìåíòàìè
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé ñâîäèòñÿ ê ïðèìåðó c 𝑟𝑗 ⩾ 0 ïóòåì ñäâèãà âñåé âðåìåííîé
îñè íà çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîìó èç ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ
òðåáîâàíèé. Îòðèöàòåëüíûå ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé ëèøåíû
âñÿêîãî ñìûñëà: åñëè ïðèáîð âûïîëíÿåò êàêîå-òî òðåáîâàíèå, âðåìÿ íå ìîæåò ïîéòè
âñïÿòü. Îòðèöàòåëüíûå äèðåêòèâíûå ñðîêè ìîãóò èìåòü ìåñòî (â òîì ÷èñëå ïðè
𝑑𝑗 < 𝑟𝑗, êîãäà âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ çàâåäîìî áóäåò ïðîñðî÷åíî), îäíàêî ëþáîé
ïðèìåð ñ îòðèöàòåëüíûìè äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè òàêæå ìîæåò áûòü ñâåäåí ê
ïðèìåðó ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïóòåì ñäâèãà âðåìåííîé îñè íà çíà÷åíèå min𝑗∈𝑁{𝑑𝑗}.
Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå, äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïðèìåðû çàäà÷è
1|𝑟𝑗|𝐿max ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè: 𝑟𝑖 ⩾ 0, 𝑝𝑖 ⩾ 0, 𝑑𝑖 ⩾ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑁 . ×àñòü
3𝑛-ìåðíîé ñôåðû, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ äàííûå óñëîâèÿ, áóäåì íàçûâàòü
¾ïîëîæèòåëüíîé¿ ÷àñòüþ ñôåðû.

Çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äîëè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ
ïðèìåðîâ ñðåäè îáùåãî ÷èñëà ïðèìåðîâ çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ïîñ÷èòàòü
ñîîòíîøåíèå ñóììàðíîé ïëîùàäè âñåõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ îáëàñòåé ê îáùåé
ïëîùàäè ïðîñòðàíñòâà ïðèìåðîâ (åäèíè÷íîé ñôåðû).

2. Разрешимые области

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèìåðîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ëþáûå äâà ïðèìåðà
çàäà÷è, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé òðåáîâàíèé (íî ñ èäåíòè÷íûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè òðåáîâàíèé), ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, ò.ê. ïîðÿäîê
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé çàäàåòñÿ âðåìåíåì èõ ïîñòóïëåíèÿ, à íå ïîðÿäêîì çàïèñè
â óñëîâèè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïðèâîäèòü ñîðòèðîâêó
òðåáîâàíèé â âèäå, óäîáíîì äëÿ ïîäà÷è ìàòåðèàëà, ïîäðàçóìåâàÿ ÷òî ëþáîé ïðèìåð
ñ èíîé ñîðòèðîâêîé òðåáîâàíèé âî âõîäíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü ëåãêî ïðåîáðàçîâàí
ê äàííîìó âèäó.
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1. Îáëàñòü Ëàçàðåâà 𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛, 𝑑1−𝑟1−𝑝1 ⩾ 𝑑2−𝑟2−𝑝2 ⩾ ... ⩾ 𝑑𝑛−𝑟𝑛−𝑝𝑛 [3];

2. Îáëàñòü Äæåêñîíà 𝑟𝑗 = const, 𝑗 ∈ 𝑁 [4];

3. Îáëàñòü Õîãåâåíà 𝑑𝑗 − 𝑝𝑗 ⩽ 𝑟𝑗 + 𝛽 ⩽ 𝑑𝑗, 𝑗 ∈ 𝑁 [5];

4. Îáëàñòü Ñèìîíñ 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑗 ∈ 𝑁 [6];

5. Îáëàñòü Âàêõàíèè 𝑝𝑗 = 𝑝 or 𝑝𝑗 = 2𝑝, 𝑗 ∈ 𝑁 [7];

6. 𝑑𝑗 = 𝑑, 𝑗 ∈ 𝑁 [8];

7. 𝑟1 ⩽ 𝑟2 ⩽ ... ⩽ 𝑟𝑛; 𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛 [8];

8. 𝑑𝑗 = 𝑟𝑗 + 𝑝𝑗 + 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 ∈ 𝑁 [8];

9. 𝑟1 ⩾ 𝑟2 ⩾ ... ⩾ 𝑟𝑛, 𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛 ; 𝑑𝑘 − 𝑝𝑘 ⩽ 𝑑𝑚, 𝑘 = 2, . . . , 𝑛, 𝑚 = 1, . . . , 𝑘 − 1
[8];

10. 𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛; 𝑑1 − 𝛼 · 𝑝1 − 𝛽 · 𝑟1 ⩾ ... ⩾ 𝑑𝑛 − 𝛼 · 𝑝𝑛 − 𝛽 · 𝑟𝑛;
𝛼 ∈ [0, 1]; 𝛽 ∈ [0; +∞) [9].

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü Ëàçàðåâà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè 10 (ïðè 𝛼 =
𝛽 = 1), à îáëàñòü 8 � ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè Õîãåâåíà ïðè 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 ⩽ 𝛽 è îáëàñòè
Ëàçàðåâà.

3. Площадь разрешимых областей

Ïîä ïëîùàäüþ â R𝑚 áóäåì ïîíèìàòü (𝑚− 1)-ìåðíûé îáúåì.

Определение 1. k-мерным объемом заданной в параметрическом виде 𝐷 ∋ 𝑡 ↦→
r(𝑡) ∈ 𝑃 гладкой 𝑘-мерной поверхности 𝑃 , лежащей в евклидовом пространстве R𝑛,

называется величина

𝑉𝑘(𝑃 ) =

∫︁
𝐷

√︁
𝑑𝑒𝑡(⟨ṙ𝑖, ṙ𝑗⟩)(𝑡)𝑑𝑡1...𝑑𝑡𝑘.

Îáîçíà÷èì çà 𝑆3𝑛−1 =
3𝑛𝜋

3𝑛
2

Γ(3𝑛
2
+ 1)

ïëîùàäü ãèïåðñôåðû ñ ðàäèóñîì 1 â 3𝑛-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. È ðàññìîòðèì �ïîëîæèòåëüíóþ� ÷àñòü ýòîé ñôåðû ïðè
𝑟𝑖, 𝑑𝑖, 𝑝𝑖 ⩾ 0, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛, åå ïëîùàäü 𝑆+ áóäåò ðàâíà 𝑆+ = 𝑆3𝑛−1

23𝑛
.

Утверждение 1. Площадь следующих областей равна 0:

� случай Джексона: 𝑟1 = 𝑟2 = ... = 𝑟𝑛 при 𝑛 ⩾ 2;

� случай Симонс: 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛 при 𝑛 ⩾ 2;

� случай 𝑑1 = 𝑑2 = ... = 𝑑𝑛 при 𝑛 ⩾ 2;

� случай Вакхании: ∀𝑖 = 1, ..., 𝑛 𝑝𝑖 = 𝑝 или 𝑝𝑖 = 2𝑝 при 𝑛 ⩾ 3;
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Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòèõ îáëàñòåé áóäåò ñòðîãî
ìåíüøå (𝑛−1), à, çíà÷èò, è (𝑛−1)-ìåðíûé îáúåì áóäåò ðàâåí 0. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî â òàêîì ñëó÷àå 𝑑𝑒𝑡(⟨ṙ𝑖, ṙ𝑗⟩)(𝑡) = 0.

Утверждение 2. Рассмотрим «положительную» часть гиперсферы.

� площадь области {𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛} равна 𝑆𝑜𝑟𝑑 =
1
𝑛!
𝑆+

� площадь области {𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛; 𝑟1 ⩽ 𝑟2 ⩽ ... ⩽ 𝑟𝑛} равна

𝑆 =
1

(𝑛!)2
𝑆+ =

𝑆𝑜𝑟𝑑

𝑛!

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî ¾ïîëîæèòåëüíàÿ¿ ÷àñòü ãèïåðñôåðû
ðàçáèâàåòñÿ íà 𝑛! îáëàñòåé âèäà 𝑑𝑖1 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑖𝑛 . Ëþáàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò
êàêîé-òî èç òàêèõ îáëàñòåé, îáëàñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâàì ïëîùàäè 0. Â
ñèëó ñèììåòðèè ïëîùàäè ýòèõ îáëàñòåé äîëæíû áûòü ðàâíû.

Äîêàæåì ýòî. Äëÿ ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ ÷àñòè ãèïåðñôåðû 𝑥2
1 + . . . + 𝑥2

3𝑛 = 1
ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

r(𝑥1, . . . , 𝑥3𝑛−1) = (𝑥1, . . . , 𝑥3𝑛−1,
√︁
1− 𝑥2

1 − . . .− 𝑥2
3𝑛−1).

Òîãäà ṙ𝑖 = (0, . . . , 1, . . . , 0,
−𝑥𝑖√︀

1− 𝑥2
1 − . . .− 𝑥2

3𝑛−1

) (ãäå 1 ñòîèò íà 𝑖 ìåñòå).

Ïîëó÷àåì: ⟨ṙ𝑖, ṙ𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗 +
𝑥𝑖𝑥𝑗

1− 𝑥2
1 − . . .− 𝑥2

3𝑛−1

, ãäå 𝛿𝑖𝑗 - ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Îáîçíà÷èì çà 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥3𝑛−1) = 𝑑𝑒𝑡(⟨ṙ𝑖, ṙ𝑗⟩) =⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
1 +

𝑥2
1

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1

𝑥1𝑥2

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1
. . . 𝑥1𝑥3𝑛−1

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1

𝑥2𝑥1

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1
1 +

𝑥2
2

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1
. . . 𝑥2𝑥3𝑛−1

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1

. . . . . . . . . . . .
𝑥3𝑛−1𝑥1

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1

𝑥3𝑛−1𝑥2

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1
. . .

𝑥2
3𝑛−1

1−𝑥2
1−...−𝑥2

3𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

1
(1−𝑥2

1−...−𝑥2
3𝑛−1)

3𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1− 𝑥2

2 − . . .− 𝑥2
3𝑛−1 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥1𝑥3𝑛−1

𝑥2𝑥1 1− 𝑥2
1 − 𝑥2

3 − . . . . . . 𝑥2𝑥3𝑛−1

. . . . . . . . . . . .
𝑥3𝑛−1𝑥1 𝑥3𝑛−1𝑥2 . . . 1− 𝑥2

1 − . . .− 𝑥2
3𝑛−2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒.

Çàìåòèì, ÷òî 𝑓 ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ëþáîé òðàíñïîçèöèè ïåðåìåííûõ,
òî åñòü 𝑓(. . . , 𝑥𝑖, . . . , 𝑥𝑗, . . . ) = 𝑓(. . . , 𝑥𝑗, . . . , 𝑥𝑖, . . . ), ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè 𝑖 è 𝑗 ñòðî÷êè è 𝑖 è 𝑗 ñòîëáöû ìåñòàìè â ñîîòâåòñòâóþùåì îïðåäåëèòåëå.

Ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó ñèììåòðèè îáëàñòåé âèäà {𝑑𝑖1 ⩽ . . . ⩽ 𝑑𝑖𝑛} è ñèììåòðèè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 𝑓 , ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑉3𝑛−1({𝑑1 ⩽ . . . ⩽ 𝑑𝑛}) = 𝑉3𝑛−1({𝑑𝜋(1) ⩽
. . . ⩽ 𝑑𝜋(𝑛)}) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè 𝜋.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑆𝑜𝑟𝑑 =
1
𝑛!
𝑆+.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïëîùàäü îáëàñòè {𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ . . . ⩽ 𝑑𝑛; 𝑟1 ⩽
𝑟2 ⩽ . . . ⩽ 𝑟𝑛} ðàâíà 𝑆𝑜𝑟𝑑

𝑛!
, òàê êàê óñëîâèÿ íà 𝑟𝑗 è íà 𝑑𝑖 íåçàâèñèìû.
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Замечание 1. Область 𝑟1 ⩽ 𝑟2 ⩽ ... ⩽ 𝑟𝑛, 𝑑1 ⩾ 𝑑2 ⩾ ... ⩾ 𝑑𝑛, 𝑑𝑘 − 𝑝𝑘 ⩽ 𝑑𝑚, при
𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1, 𝑚 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑛 имеет площадь не превышающую 1

(𝑛!)2
𝑆+ = 𝑆𝑜𝑟𝑑

𝑛!
.

4. Заключение

Äëÿ ÷àñòè èçâåñòíûõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ îáëàñòåé áûëà ïîñ÷èòàíà
èõ ïëîùàäü. Ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ îáëàñòåé íå ïðåâîñõîäèò 2

𝑛!
ïëîùàäè âñåõ

óíèêàëüíûõ ïðèìåðîâ. Îñòàþòñÿ äâå íåòðèâèàëüíûå îáëàñòè {𝑑𝑗 − 𝑝𝑗 ⩽ 𝑟𝑗 + 𝛽 ⩽
𝑑𝑗, 𝑗 ∈ 𝑁} è {𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ... ⩽ 𝑑𝑛; 𝑑1 − 𝛼 · 𝑝1 − 𝛽 · 𝑟1 ⩾ ... ⩾ 𝑑𝑛 − 𝛼 · 𝑝𝑛 − 𝛽 · 𝑟𝑛 ïðè
𝛼 ∈ [0, 1]; 𝛽 ∈ [0; +∞)}, ïëîùàäü êîòîðûõ ïðåäñòîèò îöåíèòü â ðàìêàõ äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé.
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