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Аннотация: Рассматриваются задачи последовательного обхода мегаполисов
(непустых конечных множеств) при ограничениях в виде условий предшествования
и функциях стоимости, допускающих зависимость от списка заданий. Исследуется
постановка с аддитивным агрегированием затрат и постановка, ориентированная
на использование минимаксного критерия (задача на узкие места). Предполагается,
что все множество заданий разбито в сумму двух подмножеств (кластеров).
Задания из первого кластера должны быть выполнены раньше, чем начнется
выполнение заданий из второго кластера. На этой основе возникает естественная
декомпозиция совокупной задачи с выделением предваряющей и финальной
задач. Возможные применения могут быть связаны с задачей последовательного
демонтажа радиационно опасных объектов, задачей управления инструментом
при фигурной листовой резке деталей на машинах с ЧПУ, транспортными
задачами (в частности, имеются в виду вопросы логистики в малой авиации,
связанные с ограничением на дальность беспосадочного перелета). Предложен и
обоснован подход к решению проблемы построения оптимального композиционного
решения, построен алгоритм, реализованный на ПЭВМ и позволяющий решать
задачи ощутимой размерности за приемлемое время; проведен вычислительный
эксперимент.

1. Введение

Исследуются задачи маршрутизации, имееющие своим прототипом известную
труднорешаемую задачу коммивояжера (ЗК), но обладающие существенными
особенностями; в частности, это касается ограничений и усложненных функций
стоимости, что связано с тем, что рассматриваемые постановки ориентированы на
инженерные приложения (атомная энергетика, машиностроение, транспортные
задачи). Трудности вычислительной реализации, присущие ЗК, при этом
сохраняются; поэтому в практических задачах часто применяются эвристики.
Нередко используется решение совокупной задачи «по частям», т.е. решение с
применением декомпозиций (например, в случае листовой резки на машинах с ЧПУ
на практике широко используется резка зонами). В настоящей работе основное
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внимание уделяется решению с элементами декомпозиций, а точнее двухэтапной
процедуре с раздельным решением возникающих частичных задач с применением
динамического программирования (ДП). Оптимизируется композиционное решение
для двух вариантов постановки: вариант «аддитивной» задачи и вариант,
отвечающий задаче на узкие места (минимаксная постановка). Построен алгоритм,
оптимальный в композиционном смысле и позволяющий решать задачи ощутимой
размерности за вполне приемлемое время. Конкретный пример применения
разработанных методов связан с постановкой задачи о термической листовой резке
на машинах с ЧПУ, в которой по технологическим соображениям, касающимся
вопросов эффективного отвода тепла, требуется осуществлять первоочередную
резку длинномерных деталей (деталей, у которых контрастно отношение линейных
размеров).

2. Содержательная постановка задачи

Задача о посещении мегаполисов (непустых конечных множеств)
𝑀1, . . . ,𝑀n: задано семейство

ℳ = {𝑀1; . . . ;𝑀n},

где n ⩾ 4; 𝑀1 ⊂ 𝑋, . . . ,𝑀n ⊂ 𝑋, где 𝑋 – непустое множество.
Заданы непустые отношения M1 ⊂ 𝑀1 ×𝑀1, . . . ,Mn ⊂ 𝑀n ×𝑀n. Если 𝑗 ∈ 1,n,

𝑥 ∈ 𝑀𝑗, 𝑦 ∈ 𝑀𝑗 и (𝑥, 𝑦) ∈ M𝑗, то 𝑥 – пункт прибытия в 𝑀𝑗, а 𝑦 – пункт отправления
из 𝑀𝑗. Пусть 𝑁 – натуральное число, 2 ⩽ 𝑁 ⩽ n− 2, определены семейства

ℳ1
△
= {𝑀1; . . . ;𝑀𝑁},ℳ2

△
= {𝑀𝑁+1; . . . ;𝑀n},

где
△
= – равенство по определению. Предполагается, что посещение мегаполисов

из семейства ℳ2 должно осуществляться только после посещения всех
мегаполисов из ℳ1; все этапы перемещений, включая работы, выполняемые
при посещении мегаполисов и именуемые внутренними, оцениваются; также
оценивается терминальное состояние. Рассматриваются два варианта агрегирования
возникающих при этом стоимостей (затрат): аддитивная задача и задача на узкие
места (минимаксная задача).

С ℳ1 связывается предваряющая задача (ℳ1-задача), ее мегаполисы
𝑀1, . . . ,𝑀𝑁 , а с ℳ2 связывается финальная задача (ℳ2-задача), ее мегаполисы

𝑀 (1), . . . ,𝑀 (n−𝑁), где 𝑀 (𝑘) △
= 𝑀𝑁+𝑘 при 𝑘 ∈ 1,n−𝑁 .

Условия предшествования задаются посредством адресных пар из 1, 𝑁×1, 𝑁
и 1,n−𝑁 × 1,n−𝑁 для ℳ1- и ℳ2-задачи соответственно: заданы множества
адресных пар

K1 ⊂ 1, 𝑁 × 1, 𝑁, K2 ⊂ 1,n−𝑁 × 1,n−𝑁.

Первый элемент адресной пары – “отправитель”, а второй – “получатель”. Вообще
для любой упорядоченной пары (УП) ℎ через pr1(ℎ) и pr2(ℎ) обозначаем первый и
второй элементы ℎ соответственно.
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Полагаем выполненными неограничительные условия, исключающие
зацикливание перестановок (маршрутов),

(∀K0,K0 ⊂ K1,K
0 ̸= ∅,∃𝑧0 ∈ K0 : pr1(𝑧

0) ̸= pr2(𝑧) ∀𝑧 ∈ K0)

&(∀ K̃0, K̃0 ⊂ K2, K̃
0 ̸= ∅,∃𝑧0 ∈ K̃0 : pr1(𝑧

0) ̸= pr2(𝑧) ∀𝑧 ∈ K̃0).

Если 𝑧 ∈ K1 или 𝑧 ∈ K2, то pr1(𝑧) называем отправителем, а pr2(𝑧) – получателем.
Допустимость по предшествованию: перестановка индексов из 1, 𝑁 (из 1,n−𝑁)
допустима по предшествованию, если для каждой адресной пары из K1 (из K2)
ее отправитель посещается раньше получателя. Для перестановок используем
далее термин “маршруты” . Задачу о посещении мегаполисов из ℳ1 называем
ℳ1-задачей, в аналогичном смысле понимается ℳ2-задача.

Точная постановка и формализация основнойℳ-задачи, а также частичныхℳ1-
и ℳ2-задач приведены в [1, 2](аддитивный критерий) и в [3] (минимаксная задача).
Сейчас ограничимся изложением алгоритма поиска оптимального композиционного
процесса, включающего маршрут, траекторию и точку старта из непустого конечного
множества 𝑋0, 𝑋0 ⊂ 𝑋 (полагаем мегаполисы из ℳ попарно дизъюнктными и
непересекающимися с 𝑋0); 𝑋0 – множество возможных точек старта в ℳ-задаче.

Шаг 1). Построить множество 𝑋00 возможных точек старта в ℳ2-задаче.
Шаг 2). Сформировать ℳ2-задачу в виде системы (ℳ2, 𝑥)-задач (задач с

фиксированным стартом в 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋00.
Шаг 3). Определить функцию экстремума ℳ2-задачи, определенную на 𝑋00.
Шаг 4). С использованием функции экстремума ℳ2-задачи сформировать

терминальную компоненту критерия ℳ1-задачи.
Шаг 5). Сформировать ℳ1-задачу в виде системы (ℳ1, 𝑥)-задач, 𝑥 ∈ 𝑋0.
Шаг 6). Найти функцию экстремума ℳ1-задачи, полный экстремум и

экстремальное множество ℳ1-задачи. Выбрать точку 𝑥0 из экстремального
множества.

Шаг 7). Построить оптимальноеℳ1-решение со стартом в 𝑥0 в виде УП маршрут-
траектория, зафиксировать финишную точку 𝑥00 на его траектории.

Шаг 8). Принять 𝑥00 за точку старта в ℳ2-задаче и найти оптимальное решение
(ℳ2, 𝑥

00)-задачи в виде УП маршрут-траектория.
Шаг 9). Склеить найденные (ℳ1, 𝑥

0)− и (ℳ2, 𝑥
00)-решения (раздельно склеить

маршруты и траектории). Добавляя к получившейся УП точку 𝑥0 ∈ 𝑋0, получить
оптимальный композиционный маршрутный процесс.

Примечание.
Для нахождения экстремума основной ℳ-задачи и экстремального множества

ее точек старта достаточно выполнить 1) – 6), применяя схему с перезаписью
слоев функции Беллмана (см. [3, замечание 2.1]). Для нахождения оптимального
композиционного процесса требуется сохранять в памяти вычислителя слои (см.
[1–3]) функции Беллмана.

3. Вычислительный эксперимент

Алгоритм 1) – 9) реализован на ПЭВМ. Для постановки с аддитивным
агрегированием затрат рассматривалась задача об управлении инструментом
при листовой резке деталей на машинах с ЧПУ (использовалась программа

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ
ВСПУ-2024

Москва 17-20 июня 2024 г.

1111



П.А.Ченцова). По постановке предполагались условия предшествования (типичный
вариант: для детали, имеющей внутренние контура, резка последних должна
предшествовать резке объемлющего внешнего контура) и ограничения, связанные
с эффективным отводом тепла, что особенно важно в случае термической резки.
Сами контура были дискретизированы в интересах компьютерной реализации
(континуумы заменены достаточно густыми сетками). Значения функций стоимости
определялись всякий раз как время исполнения операций (внешние перемещения
– быстрые, в режиме холостого хода, внутренние работы, связанные, с резкой – в
режиме рабочего хода, более медленные). Характерное время счета в случае резки
40 контуров (два кластера по 20 контуров) – 47 секунд. При этом все ограничения
(условия предшествования, тепловые допуски) были выполнены. Для упомянутой
задачи алгоритм получил развитие для случая резки зонами, где число кластеров
может быть больше двух (данные о времени счета в случае 20-элементных кластеров:
1 кластер – 19,5 сек., 2 кластера – 47 секунд, 3 кластера – 67,7 сек., 4 кластера –
90,5 сек., 5 кластеров – 103 сек.).

Для модельной минимаксной задачи (использовалась программа А.А. Ченцова)
исследовался пример с 68 мегаполисами при использовании декомпозиции с двумя
кластерами по 34 мегаполиса (каждый мегаполис был 12-элементным); были найдены
экстремум и оптимальный (точнее, минимаксный) МП; время счета 24 час. 16 мин.
0 сек., что вполне соответствует временным затратам при раздельном решении ℳ1-
и ℳ2-задачи (мы имеем здесь ощутимые размерности предваряющей и финальной
минимаксных задач).

4. Заключение

Исследуемые в работе задачи маршрутизации имеют своим прототипом
известную труднорешаемую задачу коммивояжера ( [4–12] и др.), однако обладают
рядом существенных особенностей; в частности, это касается ограничений,
которые типичны в инженерных приложениях. Более общие задачи, связанные
с последовательным обходом мегаполисов (GTSP), возникают в связи с проблемой
листовой резки на машинах с ЧПУ при естественной дискретизации контуров
вырезаемых деталей (см. [13–17] и др.). Характерным ограничением являются
условия предшествования (типичный вариант: у деталей с внутренними контурами
резка последних должна осуществляться раньше резки объемлющего внешнего
контура), которые, однако, удалось [18, §4.9] использовать «в положительном
направлении» в вопросах снижения вычислительной сложности. В настоящей
работе упомянутое действие условий предшествования дополняется декомпозицией
основной задачи с выделением предваряющей и финальной подзадач; см. в
этой связи [1–3]. Построен оптимальный алгоритм в задаче о нахождении
композиционного решения, определяемого в виде маршрутного процесса,
включающего собственно маршрут (перестановку индексов заданий), траекторию
перемещения по мегаполисам и точку старта из непустого конечного множества.
Вычислительный эксперимент показал, что алгоритм обладает хорошим
быстродействием в диапазоне размерностей, представляющем практический
интерес.
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