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Аннотация: Предлагается метод проектирования систем управления нелинейными 
неаффинными объектами с дифференцируемыми нелинейностями. Метод использует 
квазилинейные модели, которые создаются на основе уравнений в форме Коши 
нелинейных объектов. Задача синтеза неаффинной системы управления имеет решение, 
если квазилинейная модель заданного объекта является управляемой по состоянию и 
невырожденной по управлению выходом. Решение задачи состоит в определении 
нескольких полиномов и решении системы линейных алгебраических уравнений. 
Полученное управление является дискретным. Устойчивость положения равновесия 
замкнутой непрерывно-дискретной системы управления доказывается методом функций 
Ляпунова.  

 

1. Введение 
 

Среди нелинейных объектов часто встречаются неаффинные объекты, в уравнения 
которых управление и возмущения входят нелинейным, неаддитивным образом. К 
нелинейным неаффинным объектам относятся некоторые типы подводных и летательных 
аппаратов, надводных судов и мобильных роботов, химических реакторов и многих 
других объектов [1-3]. Задача синтеза систем управления нелинейными объектами 
является достаточно сложной, а неаффинными объектами, в особенности, поэтому 
известно довольно много подходов к её решению [2-5]. При этом используются методы 
SDRE, робастного управления, скользящих режимов, нечеткого управления, критерий 
гиперустойчивости В.М. Попова, нейросетевые и многие другие походы. 

В данной статье предлагается новый метод синтеза систем управления 
нелинейными неаффинными объектами. Этот метод базируется на использовании 
квазилинейной модели, алгебраического полиномиально-матричного метода синтеза 
нелинейных систем управления [6, 7] и дискретного управления.  
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2. Постановка задачи 
 

В достаточно общем случае нелинейный объект, неаффинный по управлению и по 
возмущению, может быть описан уравнениями в отклонениях: 
ሶݔ (1) ൌ ,ݔሺߞ ,ݑ ݂ሻ, ݕ ൌ ߰ሺݔ,   ,ሻݑ
где ݔ ൌ ሾݔଵ	ݔଶ ,ݔሿ் – n-вектор переменных состояния; ߰ሺݔ	…	 ,ݔሺߞ ,ሻݑ ,ݑ ݂ሻ – 
нелинейные скалярная и n-вектор-функция, дифференцируемые по всем своим 
аргументам; причем ߰ሺ, 0ሻ ൌ ,ሺߞ ,0 0,0ሻ ൌ  ,скалярные управление – ݕ и ݂ ,ݑ ;0
возмущение и выходная управляемая переменная. Предполагается, что вектор ݔ, а 
также задающее воздействие ݃ሺݐሻ измеряются. Здесь  – нулевой n-вектор. 

Ставится задача синтеза замкнутой нелинейной системы с управлением ݇ݑ ൌ
,ሺ݃݇ݑ 	ݔ ሻ и устойчивым положением равновесия݇ݔ ൌ 	; при ݃	 ൌ 	݃1ሺݐሻ, ݂ሺݐሻ ≡ 0, 
ሻݐሺߝ ൌ ݃ሺݐሻ െ ሻݐሺݕ → 0 при ݐ → ∞, а длительность переходного процесса ݐпп  ∗ппݐ , где 
∗ппݐ  – заданное значение. 

Функции ߞሺݔ, ,ݑ ݂ሻ и ߰ሺݔ, ,ሺߞ ሻ являются дифференцируемыми, а так какݑ 0,0ሻ ൌ 0 
и ߰ሺ, 0ሻ ൌ 0, то уравнения (1) представляются квазилинейной моделью (КЛМ): 
ሶݔ (2) ൌ ݔሻݔሺܣ  ܾሺݔ, ݑሻݑ  ݄ሺݔ, ,ݑ ݂ሻ݂, ݕ ൌ ்ܿሺݔሻݔ  ݀ሺݔ,  ,ݑሻݑ
где в общем случае 

ሻݔሺܣ (3) ൌ 
ܽଵଵሺݔሻ ⋯ ܽଵሺݔሻ
⋮ ⋱ ⋮
ܽଵሺݔሻ ⋯ ܽሺݔሻ

൩, ܾሺݔ, ሻݑ ൌ 
ܾଵሺݔ, ሻݑ
⋮
ܾሺݔ, ሻݑ

൩, 

  ݄ሺݔ, ,ݑ ݂ሻ ൌ 
݄ଵሺݔ, ,ݑ ݂ሻ
⋮
݄ଵሺݔ, ,ݑ ݂ሻ

൩, 

 ܿܶሺݔሻ ൌ ሾܿ1ሺݔሻ	ܿ2ሺݔሻ	…	ܿ݊ሺݔሻሿ, ݀ሺݔ, ሻݑ ൌ ሾ߰ሺݔ, ሻݑ െ ߰ሺݔ, 0ሻሿ/ݑ. 
Функциональные коэффициенты или числа: ݆ܽ݅ሺݔሻ, ܾ݅ሺݔ, ,ݔሻ, ݄݅ሺݑ ,ݑ ݂ሻ, ݆ܿሺݔሻ в (2) и 

(3) могут быть получены аналитически с использованием выражений: 

݆ܽ݅ሺݔሻ ൌ  ሺ݆݅′ߞ
1
0 …,1ݔ , ,െ1݆ݔ ,݆ݔߠ ݊െ݆; 0,0ሻ݀ߠ, ܾ݅ሺݔ, ሻݑ ൌ  ݑ,݅′ߞ

1
0 ሺݔ; ,ݑߠ 0ሻ݀ߠ, 

(4)  ݄݅ሺݔ, ,ݑ ݂ሻ ൌ  ݂,݅′ߞ
1
0 ሺݔ; ,ݑ ሻݔሺ݆ܿ ;ߠሻ݂݀ߠ ൌ  ߰′݆ሺ

1
0 …,1ݔ , ,െ1݆ݔ ,݆ݔߠ ݊െ݆, 0ሻ݀ߠ, 

где ߞ′	݆݅ሺݔ; ,ݑ ݂ሻ ൌ ;ݔሺ݅	ߞ	߲ ,ݑ ݂ሻ/߲′ߞ ;݆ݔ	ݑ,݅ሺݔ; ,ݑ ݂ሻ ൌ ;ݔሺ݅	ߞ	߲ ,ݑ ݂ሻ/߲ߞ ;ݑ′	݅,݂ሺݔ; ,ݑ ݂ሻ ൌ
;ݔሺ݅	ߞ	߲ ,ݑ ݂ሻ/߲݂; ߰′݆ሺݔ, ሻݑ ൌ ߲߰	ሺݔ,  ݊െ݆– последовательность, содержащая n – j ;݆ݔ߲/ሻݑ

нулей [6, 8]. 
Подчеркнём, что КЛМ (2)-(4) описывает объект (1) совершенно точно, т.е. с 

сохранением всех его нелинейных особенностей. Неаффинность по управлению и по 
возмущению рассматриваемого объекта (1) проявляется в том, что вектор b(x,u) и 
коэффициент d(x,u) зависят от управления u, а вектор ݄ሺݔ, ,ݑ ݂ሻ зависит от u и от f.  

Уравнения (2), (3) называются квазилинейной моделью, так как их форма 
аналогична линейным уравнениям, но элементы матрицы и векторов являются 
нелинейными функциями. В тех случаях, когда A(x) и b(х) в (2) зависят только от 
вектора состояния, а f = 0, эти уравнения называются «state-dependent coefficients (SDC) 
form» [2]. Очевидно SDC форма является частным случаем квазилинейной модели, так 
как в общем случае матрица и векторы КЛМ зависят не только от переменных 
состояния. 

 

3. Решение задачи 
 

Поставленная задача синтеза имеет решение, если только выполняется условие 
управляемости по состоянию:  
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(5) |detܷሺݔ, |ሻݑ  ߫1  ݔ ,0 ∈ Ω, ݑ ∈   ,௨ܬ
где ܷሺݔ, ሻݑ ൌ ሾܾሺݔ, ,ݔሻܾሺݔሺܣ	ሻݑ ,ݔሻܾሺݔିଵሺܣ	…	ሻݑ  –ሻሿ; ߫1– некоторое число; Ωܷݑ
окрестность точки ݔ ൌ ; ݑܬ – интервал допустимых значений управления u. 

При выполнении условия (5) используется дискретный закон управления:  
െ1ݑ (6) ൌ ݇ݑ ,0 ൌ ݈݃,݇݃݇ െ ሾ݈1,݇	݈2,݇ 	…	݈݊,݇ሻሿ݇ݔ ,݇ݔ ∈ Ωܷ, ݇ݑ ∈   ,ݑܬ
где ݇ݑ ൌ ݇݃ ,ሺ݇ܶሻݑ ൌ ݃ሺ݇ܶሻ, ݇ݔ ൌ ݇,݈݃ ,ሺ݇ܶሻݔ ൌ ݈݃ሺ݇ݔ, ,െ1ሻ݇ݑ ݈݅,݇ ൌ ݈݅ሺ݇ݔ,  – െ1ሻ݇ݑ
коэффициенты, которые необходимо найти, ݇ ൌ 0, 1, 2, . ..; T – период дискретизации 
управления. 

Уравнения замкнутой гибридной системы, найденные из (2) при ݑ	 ൌ   (6), имеютݑ	
вид:  
ሶݔ (7) ൌ ݔሻݔሺܣ െ ܾሺݔ, ሻ݈݇݇ݑ

݇ݔܶ  ܾሺݔ, ݃݇,ሻ݈݃݇ݑ  ݄ሺݔ, ,݇ݑ ݂ሻ݂, 
ݕ ൌ ்ܿሺݔሻݔ  ݀ሺݔ, ,ݑሻݑ ݇ܶ  ݐ ൏ ሺ݇  1ሻܶ, ݇ ൌ 0, 1, 2, … 

Первое уравнение (7) при ݐ	 ൌ 	݇ܶ можно записать в виде: 

ሶݔ (8) ݇ ൌ ݇ݔሻ݇ݔሺܦ  ෩ܾሺ݇ݔሻ݈݃,݇݃݇ 
෩݄ሺ݇ݔ, ݂݇ሻ݂݇, ݇ ൌ 0, 1, 2, . .. 

где ܦሺݔሻ ൌ ሻݔሺܣ െ ܾሺݔሻ݈
்– матрица замкнутой системы (8). Полином ܦሺ, ሻݔ ൌ

detሾܧ െ   ሻሿ может быть представлен [7] в видеݔሺܦ
,ሺܦ (9) ሻݔ ൌ ,ሺܣ ሻݔ  ∑ ݈,


ୀଵ ܸሺ, ,ݔ   .ሻݑ

,ሺܣ (10) ሻݔ ൌ detሾܧ െ ሻሿݔሺܣ ൌ   ିଵሻݔିଵሺߙ  ⋯ ሻݔଵሺߙ 
 ,ሻݔሺߙ
(11) ܸ݅ሺ, ,݇ݔ ሻ݇ݑ ൌ ݁݅

ܶሾadj	ሺܧ െ ,݇ݔሻሻሿܾሺ݇ݔሺܣ െ1ሻ݇ݑ ൌ ∑ ,݇ݔሺ݆݅ݒ െ1݆݊ሻ݇ݑ
݆ൌ	0 , 

݁݅– ݅ െй столбец единичной матрицы E, ݅	 ൌ 	1, 2, 3, … 	݊.  
В (9) и (11) заменяется ܦሺ,  െ1. В результате образуется݇ݑ на ݇ݑ ሻ на D*(p), аݔ

полиномиальное уравнение относительно коэффициентов ݈݅,݇: 
(12) ∑ ݈݅,݇݊

݅ൌ1 	ܸ݅ሺ, ,݇ݔ െ1ሻ݇ݑ ൌ ܴሺ,  ,ሻݔ
где 
(13) ܴሺ, ሻݔ ൌ ሻሺ∗ܦ െ ,ሺܣ ሻݔ ൌ ∑ ሻݔሺߩ

ିଵ
ୀ , 

ሻሺ∗ܦ (14) ൌ ∏ ሺ  ݆ߣ
∗ሻ݊

݆ൌ1 ൌ ݊  െ1݊ߜ
∗ െ1݊ ⋯ 1ߜ

∗  0ߜ
∗ , 

݆ߣ (15)
∗  െ߫	2;	ห݆ߣ

∗ െ ߯ߣ
∗ ห  ߫	3, ݆ ് ߯, ݆, ߯ ൌ 1, ݊, ߫	2  0, ߫	3  0. 

Полиномиальному уравнению (12) соответствует эквивалентная СЛАУ [8, 9],  
ሻ݈ݔሺܩ (16) ൌ ݔ	∀ ,ሻݔሺݎ ∈ Ω. 

Здесь  

ܩ (17) ൌ ൦

ଵ,ݒ ଶ,ݒ ⋯ ,ݒ
ଵ,ଵݒ ଶ,ଵݒ ⋯ ,ଵݒ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ଵ,ିଵݒ ଶ,ିଵݒ ⋯ ,ିଵݒ

൪, ݈݇ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
݈1݇
݈2݇
⋮
ے݇,݈݊

ۑ
ۑ
ې
, ݎ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
0ߩ
1ߩ
⋮
ےെ1݊ߩ

ۑ
ۑ
ې
. 

В выражениях (17) аргументы функциональных коэффициентов опущены для краткости. 
СЛАУ (16), (17) имеет решение при выполнении условия управляемости по 

состоянию (5) [7]. Это решение определяет вектор ݈݇ ൌ ݈ሺ݇ݔ,  െ1ሻ, при котором݇ݑ
собственные числа матрицы ܦሺݔሻ из уравнения (8) равны корням полинома D*(р) (14).  

Если положение равновесия ݇ݔ 	ൌ 	 системы (8) является асимптотически 
устойчивым, и ݂ሺݐሻ ≡ 0, ݃ሺݐሻ 	ൌ 	݃1ሺݐሻ, где ݃0 достаточно мало, то при ݇ → ∞ имеет 
место равенство  
(18)   ൌ ∘ݔሻ∘ݔሺܦ  ܾሺݔ∘ሻ݈∘݃, 

где ݔ∘, ,∘ݑ ݈݃
∘  – установившиеся значения ݇ݑ ,݇ݔ, ݈݃,݇. Из (18) и (6) следуют выражения: 

∘ݔ ൌ െܦെ1ሺݔ∘ሻܾሺݔ∘ሻ݈݃
∘ ∘ݑ ,0݃ ൌ ሾ1  ሺ݈∘ሻܶܦെ1ሺݔ∘ሻܾሺݔ∘ሻሿ݈݃

∘ ݃0. 
Подставляя эти выражения во второе уравнение (7) при ݐ	 ൌ 	݇ܶ и ݇ → ∞, получим  
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∘ݕ (19) ൌ ሼെܿܶሺݔ∘ሻܦെ1ሺݔ∘, ሻ∘ݔሻܾሺ∘ݑ  ݀ሺݔ∘ሻሾ1  ሺ݈∘ሻܶܦെ1ሺݔ∘ሻܾሺݔ∘ሻሿሽ݈݃
∘ ݃0. 

Утверждение. Ошибка ߝ∘ ൌ ݃0 െ   системы (7) может быть равной нулю, если ∘ݕ
,ݔобሺߛ (20) ሻݑ ് ݔ∀ ,0 ⊂ Ωఊ ∈ Ω, ݑ ∈  ,௨ܬ

,ݔобሺߛ (21) ሻݑ ൌ ቊ
െܿܶሺݔሻadjܣሺݔሻܾሺݔ, ,ሻݑ ݂݅	݀ሺݔ, ሻݑ ≡ 0,
݀ሺݔ, ሻݔሺܣሻdetݑ െ ܿܶሺݔሻadjܣሺݔሻܾሺݔ, ,ሻݑ ݂݅	݀ሺݔ, ሻݑ ് 0.

 

Здесь Ωߛ ∈ Ωܷ – область R݊, в которой выполняется условие (20). 
Неравенство (20) является критерием невырожденности по управлению выходом 

нелинейного неаффинного объекта (1), так как в противном случае выходной 
переменной за счет управления нельзя придать ненулевое значение [9].  

При выполнении условия (20), (21) из (19) следует: ݈݃ሺ݇ݔሻ ൌ ሺെ1ሻ݊0ߜ
∗/

,݇ݔобሺߛ ,݇ݔെ1ሻ.Подставляя коэффициент ݈݃ሺ݇ݑ ݈݇ െ1ሻ и вектор݇ݑ ൌ ݈ሺ݇ݔሻ в (6), получим: 

െ1ݑ  (22) ൌ ݇ݑ ,0 ൌ
ሺെ1ሻ݊0ߜ

∗

െ1ሻ݇ݑ,݇ݔобሺߛ
݃݇ െ ݈ܶሺ݇ݔሻ݇ݔ ,݇ݔ ⊂ Ω;ߛ	݇ݑ ∈  .ݑܬ

Дискретное управление по входу и состоянию (22) легко реализуется цифровым 
устройством управления. При этом замкнутая система является неаффинной и гибридной.  

 

4. Устойчивость положения равновесия 
 
Производную ݔሶ ݇ в уравнении (8) при ݃ሺݐሻ ≡ 0 и ݂ሺݐሻ ≡ 0 заменим по формуле 

Эйлера [10], т.е. примем ݔሶ ݇ ൌ ሺ݇ݔ1 െ  :ሻ/ܶ. В результате получим݇ݔ
1݇ݔ (23) ൌ  ,݇ݔሻ݇ݔнфሺܦ

где ܦнфሺ݇ݔሻ ൌ ሾܧ  ݊ – ሻሿ݇ݔሺܦܶ ൈ ݊-матрица. Пусть ߣത ൌ max
݆	ൌ	ሾ1,…,݊ሿ

݆ߣ
∗. 

Теорема. Если период дискретизации Т в (6), (7) и (22) удовлетворяет условию 

0 ൏ ܶ ൏൏  и выполнены условия (5), (15) и (20), то положение равновесия ߣ̅/0,9
неаффинной гибридной системы (7), является асимптотически устойчивым в 
большом, т.е. её решение ݔሺݐ,  ሻ удовлетворяет условиюݔ

lim
∞	→	ݐ

,ݐሺݔ 0ሻݔ ൌ , ∀	ݔ ⊂ Ωнфд ∈ Ω.  

В условиях теоремы Ωܷ и Ωнфд – области пространства R݊, в которых выполняются 

условия (5) и отрицательной определенности производной по времени функции 
Ляпунова в силу системы (23), соответственно. Область Ωнфд включает точку ݔ	 ൌ 	. 

Доказательство этой теоремы проводится методом функций Ляпунова с 
использованием непрерывности решений дифференциального уравнения (7). 

 

5. Заключение 
 

Предложенный подход к синтезу нелинейных неаффинных систем управления 
базируется на использовании квазилинейных моделей и алгебраического 
полиномиально-матричного метода синтеза нелинейных систем управления объектами 
с дифференцируемыми нелинейностями. Задача синтеза имеет решение, если 
квазилинейная модель нелинейного объекта удовлетворяет условиям управляемости по 
состоянию и невырожденности по управлению выходом. Показано, что SDC форма 
уравнений нелинейных объектов является частным случаем квазилинейной модели. 
Предложенный метод заключается в определении нескольких полиномов и решении 
системы линейных алгебраических уравнений с функциональными коэффициентами. 
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Он позволяет обеспечивать требуемую длительность переходных процессов и нулевую 
ошибку при ступенчатом задающем воздействии и нулевых начальных условиях. 
Предложенный метод, по сравнению с известными, приводит к более простым 
расчетным соотношениям при вычислении значений дискретного управления, что 
позволяет применять более простые цифровые средства автоматизации. Метод может 
применяться при создании цифровых систем управления нелинейными объектами и 
процессами в различных отраслях энергетики, промышленности и сельского хозяйства.  

Исследование выполнено при поддержке Южного федерального университета 
грант № SP02/S4_0708Prioritet_06. 
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