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Аннотация: Рассматривается новый метод квазилинейной дискретизации уравнений 
нелинейных объектов с целью синтеза гибридных нелинейных систем управления. 
Метод основан на использовании квазилинейных моделей объектов с 
дифференцируемыми нелинейностями. Он позволяет синтезировать гибридные системы 
с увеличенным интервалом дискретизации для управления нелинейными объектами 
различных отраслей.  

 

1. Введение 
 

В настоящее время для автоматизации процессов управления широко применяются 
цифровые системы, для синтеза которых необходимы дискретные математические 
модели. Однако моделями нелинейных объектов обычно являются непрерывные 
нелинейные дифференциальные уравнения в форме Коши. Классический метод 
получения дискретных моделей – посредством z-преобразования к ним неприменим. 
Поэтому нелинейные системы управления часто синтезируются как непрерывные, а 
управление реализуется как дискретное с достаточно малым периодом [1, 2]. Это 
приводит к необходимости применения быстродействующих микроконтроллеров.  

Для создания дискретных моделей нелинейных объектов с большим периодом, 
осуществляется дискретизация непосредственно нелинейных уравнений. Для этих 
целей обычно используется метод Эйлера или схема Рунге-Кутты, с последующим 
разложением в ряды Тейлора, Пеано–Бэкера и др. [3-5]. Однако подходы, 
использующие ряды, приводят к очень сложным расчетным соотношениям. 

В данной работе предлагается новый метод дискретизации уравнений нелинейных 
объектов, который состоит в дискретизации квазилинейных моделей этих объектов со 
значительно большим, чем обычно, периодом. При этом система оказывается 
дискретно-непрерывной или гибридной. Основным ограничением предлагаемого 
метода является требование дифференцируемости нелинейностей объектов управления 
[6].  

 

2. Квазилинейная модель 
 
Как известно, если нелинейности объектов аффинных по управлению и 

возмущению являются дифференцируемыми, то их дифференциальные уравнения в 
форме Коши, можно представить [6, 7] квазилинейной моделью (КЛМ):  
ሶݔ (1) ൌ ݔሻݔሺܣ  ܾሺݔሻݑ  ݄ሺݔሻ݂, ݕ ൌ ܿ′ሺݔሻݔ  ݀ሺݔሻݑ,  
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где ݔ ൌ ሾݔଵ, … ,  управление, возмущение – ݕ и ݂ ,ݑ ;ሿ – вектор состояния (отклонений)ݔ
и выходная управляемая переменная; ܣሺݔሻ и ܾሺݔሻ, ݄ሺݔሻ, ܿሺݔሻ – функциональные ݊ ൈ-
матрица и ݊-векторы, все элементы которых – известные нелинейные скалярные 
функции или числа; ݀ሺݔሻ – также функция или число; штрих – символ 
транспонирования. Будем предполагать, что хi и y измеряются.  

Заметим, что КЛМ является точным представлением нелинейных уравнений 
объекта c дифференцируемыми нелинейностями, причем аналитические методы её 
построения известны достаточно давно. В частности, уравнение ݔሶ ൌ  нелинейных ݔሻݔሺܣ
систем использовалось Н.Н. Красовским и др. для построения функций Ляпунова еще в 
прошлом веке [7]. При этом, если вектор ݔ ограничен по норме, то функциональные 
коэффициенты в (1) являются ограниченными функциями переменных ݅ݔ или числами. 
 

3. Метод квазилинейной дискретизации 
 
Этот метод заключается в дискретизации с некоторым периодом ܶ решения 

,ݐሺݔ ,ݔ ,ݑ ݂ሻ уравнений (1). Каждому моменту времени ݐ	 ൌ 	݇ܶ соответствует 
дискретное значение ݇ݔ ൌ  ሺ݇ܶሻ этого решения. Точное значение решенияݔ
1݇ݔ  ൌ ሺሺ݇ݔ  1ሻܶሻ определяется по формуле 

1݇ݔ (2) ൌ ݇ݔ   ߮ሾݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݑ ݂ሺݐሻሿ݀ݐሺ݇1ሻܶ
݇ܶ , ݇	 ൌ 	0, 1, 2, …	, 

где ߮ሾݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݑ ݂ሺݐሻሿ – правая часть уравнения (1). Найти ݔାଵ по (2) обычно 
невозможно, поэтому, применяя метод трапеций, подынтегральное выражение в (2) 
заменяется на  
ሻݐሶഥሺݔ (3) ൌ 0,5ሾݔ݇ܣෝ݇  ෝ݇1ݔ݇ܣ  ݇ݑ2ܾ݇  2݄݂݇݇ሿ    ,݇ߝ
где 

ሻ݇ݔሺ݇ߝ ൌ 0,5ሾሺ݇ܣ1 െ ෝ݇1ݔሻ݇ܣ  ܾ݇1݇ݑ1 െ ݇ݑܾ݇  ݄݇1݂݇1 െ ݄݂݇݇ሿ. 
Здесь для краткости введены обозначения: ݇ܣ ൌ ,ෝ݇ሻݔሺܣ ܾ݇ ൌ ܾሺݔෝ݇ሻ, ݄݇ ൌ ݄ሺݔෝ݇ሻ. Как 
видно, при ݔෝ݇ → 0 величина ݇ߝ → 	0, если ݇ݑ ൌ ݂݇ ෝ݇ሻ иݔሺݑ ≡ 0. Поэтому, подставляя (3) 
в (2) при ݇ߝ ൌ ොݔ ,0 ൌ   и выполняя интегрирование, получим разностное уравнениеݔ
(4) ሾܧ െ ାଵݔሻሿݔሺܣ	ܶ	0,5 ൌ ሾܧ  ݔሻሿݔሺܣ	ܶ	0,5  ܾܶሺݔሻݑ  ݄ܶሺݔሻ݂. 

Лемма. Если матрица ܣሺݔሻ является системной матрицей квазилинейной модели 
ሶݔ ൌ ܶ то существует конечное ,ݔሻݔሺܣ  0 такое, что матрица ܮሺݔሻ ൌ ሾܧ െ
ݔ ሻሿ при всехݔሺܣ	ܶ	0,5 ⊂  .ௗ имеет обратную матрицуߗ

Здесь Ω݀ – некоторая окрестность точки х = 0, причём если ݔ ⊂ Ωௗ, то 
‖ݔ‖   Ω݀ܯ ൏ ∞. Эта лемма доказывается с использованием неравенств, следующих из 
теоремы С.А. Гершгорина [8, с. 193]. 

Пусть период ܶ выбран таким, что выполняется условие 
(5) detܮሺݔ, ܶሻ ൌ detሾܧ െ ሻሿݔሺܣ	ܶ	0,5 ് ݔ	∀ ,0 ⊂ Ωௗ. 

При условии (5) из выражения (4) и второго уравнения (1) следуют уравнения:  
1݇ݔ (6) ൌ ݇ݔሻ݇ݔሺ݀ܣ  ܾ݀ሺ݇ݔሻ݇ݑ  ݄݀ሺ݇ݔሻ݂݇, ݕ ൌ ܿ′ሺݔሻݔ  ݀ሺݔሻݑ, 
где 
ሻ݇ݔሺ݀ܣ (7) ൌ ሾܧ െ ሻሿ݇ݔሺܣ	ܶ	0,5

െ1ሾܧ    ,ሻሿ݇ݔሺܣ	ܶ	0,5
(8) ܾ݀ሺ݇ݔሻ ൌ ሾܧ െ ሻሿ݇ݔሺܣ	ܶ	0,5

െ1ܾܶሺ݇ݔሻ, ݄݀ሺ݇ݔሻ ൌ ሾܧ െ ሻሿ݇ݔሺܣ	ܶ	0,5
െ1݄ܶሺ݇ݔሻ. 

Выражения (1), (7), (8) являются расчетными соотношениями метода 
квазилинейной дискретизации уравнений непрерывных нелинейных объектов с 
дифференцируемыми нелинейностями. Уравнения (6) являются приближенной 
дискретной квазилинейной моделью (ДКЛМ) нелинейных объектов указанного типа. 
Решения этой модели отличаются от решений точной модели (1) на величинуܶߝ, 
стремящуюся к нулю при ݂݇ ≡ 0 и ݇ݔ → 0. Основная особенность модели (6)-(8) 
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заключается в значительно большем, чем обычно, периоде дискретизации, который 
ограничивается условием (5).  

 

4. Синтез гибридных нелинейных систем управления 
 
Поставим задачу синтеза дискретного управления нелинейным объектом, 

представленным КЛМ (1), которое обеспечит устойчивость положения равновесия 
ݔ ൌ 0,требуемую длительность переходных процессов при нулевых начальных 
условиях и задающем воздействии ݃ሺݐሻ ൌ ݃1ሺݐሻ, а также нулевую ошибку по этому 
воздействию. 

Решение поставленной задачи алгебраическим полиномиально-матричным (АПМ) 
методом синтеза [9] существует, если ДКЛМ (6)-(8), удовлетворяет условию, близкому 
к условию управляемости по состоянию в смысле Калмана: 
(9) |detܷሺ݇ݔሻ| ൌ ቚdetሾܾ݀ሺ݇ݔሻ	݀ܣሺ݇ݔሻܾ݀ሺ݇ݔሻ	…	݀ܣ

݊െ1ሺ݇ݔሻܾ݀ሺ݇ݔሻሿቚ  ܷߞ  0, 

݇ݔ ⊂ Ωܷ, 
где ܷߞ – некоторое число; Ωܷ – окрестность точки ݇ݔ ൌ 0, в которой выполняется 
неравенство (9). Кроме того, КЛМ (1) должна удовлетворять условию 
невырожденности по управлению выходом: 
ሻݔобሺߛ (10) ് ݔ	∀ ,0 ⊂ Ωௗ, 
где Ωௗ ൌ ⋂	Ωௗ	Ω, 

ሻݔобሺߛ (11) ൌ ቊ
െܿܶሺݔሻሾadjܣሺݔሻሿܾሺݔሻ, если	݀ሺݔሻ ≡ 0,
݀ሺݔሻdetܣሺݔሻ െ ܿܶሺݔሻሾadjܣሺݔሻሿܾሺݔሻ, если	݀ሺݔሻ ് 0.

 

При выполнении условий (9) и (10) управление в (1) берется ݑ ൌ  г, гдеݑ
г݇ݑ (12) ൌ ݈г݃ሺ݇ݔሻ݃݇ െ ݈′ሺ݇ݔሻ݇ݔ, ݇	 ൌ 	0, 1, 2, ݔ ,	… ⊂ Ωௗ . 
Здесь ݈г݃ሺ݇ݔሻ и ݈ሺݔሻ– функциональные коэффициент и вектор, определяемые методом 
АПМ, который применительно к ДКЛМ (6) – (8) состоит в следующем [9]: 
 находятся полиномы  
,ݖሺ݀ܣ (13) ሻ݇ݔ ൌ detሾܧݖ െ ሻሿ݇ݔሺ݀ܣ ൌ ݊ݖ  െ1݊ݖሻ݇ݔെ1ሺ݊ߙ ⋯ ݖሻ݇ݔ1ሺߙ   ,ሻ݇ݔ0ሺߙ
(14) ܸ݅ሺݖ, ሻ݇ݔ ൌ ݁′݅adjሾܧݖ െ ሻ݇ݔሻሿܾ݀ሺ݇ݔሺ݀ܣ ൌ െ1݊ݖሻ݇ݔെ1ሺ݊,݅ݒ ⋯ ݖሻ݇ݔ1ሺ,݅ݒ   ,ሻ݇ݔ0ሺ,݅ݒ
где ei – i-й столбец единичной ݊ ൈ-матрицы E, ݅ ൌ 1, ݊; 
 формируется полином  
ሻݖሺ∗ܦ (15) ൌ ሺݖ െ 1ߪ

∗ሻሺݖ െ 2ߪ
∗ሻ… ሺݖ െ ሻ∗݊ߪ ൌ ݊ݖ  െ1݊ߜ

∗ െ1݊ݖ ⋯ 1ߜ
ݖ∗  0ߜ

∗ , 
где 
(16) 0  ߪ

∗ ൏ 1 െ ௗߟ
∗ , ቚ݅ߪ

∗ െ ∗߫ߪ ቚ  ߭	1, ݅ ് ߫, ݅, ߫ ൌ ሾ1, ݊ሿ, 
а ߭1, ݀ߟ

∗  – положительные числа, ݀ߟ
∗ ൏ 1; 

 вычисляется полином  
 ܴሺݖ, ሻݔ ൌ ሻݖሺ∗ܦ െ ,ݖௗሺܣ ሻݔ ൌ ିଵݖሻݔିଵሺߩ  ⋯ ݖሻݔଵሺߩ   ,ሻݔሺߩ
где ݅ߩሺ݇ݔሻ ൌ ݅ߜ

∗ െ  :ሻ, и формируется система линейных алгебраических уравнений݇ݔሺ݅ߙ
ሻݔሻ݈ሺݔሺܩ (17) ൌ  ,ሻݔሺݎ
где 

ܩ (18) ൌ ൦

ଵݒ ଶݒ … ,ݒ
ଵଵݒ ଶଵݒ ⋯ ,ଵݒ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ଵ,ିଵݒ ଶ,ିଵݒ … ,୬ିଵݒ

൪, ݈ ൌ ൦

݈ଵ
݈ଶ
⋮
݈

൪, ݎ ൌ ൦

ߩ
ଵߩ
⋮
ିଵߩ

൪. 

В (18) аргумент ݇ݔ матрицы и функциональных коэффициентов опущен для краткости.  
Решение СЛАУ (17), (18) определяет вектор ݈ሺݔሻ из управления (12), при котором 

собственные числа матрицы ܦгሺ݇ݔሻ ൌ ሻ݇ݔሺ݀ܣ െ ܾ݀ሺ݇ݔሻ݈′ሺ݇ݔሻ при всех ݇ݔ ⊂ Ωܷ и ݇	 ൌ
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	0, 1, 2, … удовлетворяют условиям (16). Варьируя эти числа, можно обеспечить 
требуемую длительность переходных процессов при определенных условиях.  

Коэффициент ݈г,݃ሺ݇ݔሻ из того же управления (12) определяется выражением 
(19) ݈г,ሺݔሻ ൌ ሺെ1ሻߜ

ݔ	∀ ,ሻݔобሺߛ/∗ ⊂ Ωௗ 
c учетом равенств detሾܧݖ െ ሻሿݔгሺܦ ൌ   .ሻ и (11)ݖሺ∗ܦ

Подставляя управление (12) в (1) при ݑ ൌ  г, получимݑ
ሶݔ (20) ൌ ݔሻݔሺܣ െ ܾሺݔሻ݈′ሺ݇ݔሻ݇ݔ  ܾሺݔሻ݈г,݃ሺ݇ݔሻ݃݇  ݄ሺݔሻ݂, ݇ܶ  ݐ ൏ ሺ݇  1ሻܶ, 
  ݕ ൌ ܿ′ሺݔሻݔ  ݀ሺݔሻሾ݈гሺݔሻ݃ െ ݈′ሺݔሻݔሿ, ݇	 ൌ 	0, 1, 2, …	. 

Уравнения (20), очевидно, описывают гибридную систему, причем период Т здесь 
может быть значительно большим, чем те значения, которые принимаются при 
реализации нелинейных систем, синтезированных как непрерывные [1, 2].  

Пусть ݔሺݐሻ ൌ ,ݐሺݔ  ሻ решение первого уравнения свободной системы (20), т.е. приݔ
݃ሺݐሻ ≡ ݂ሺݐሻ ≡ 0. Применяя к этой свободной системе метод квазилинейной 
дискретизации, т.е. соотношения (2)-(8), получим  
1݇ݔ (21) ൌ 0ሻݔሺ݇ݔ ,݇ݔሻ݇ݔгሺܦ ∈ Ωܷ݀, ݇	 ൌ 	0, 1, 2, . ..	, 

По определению вектора ݈ሺݔሻматрица ܦгሺ݇ݔሻ в (21) имеет собственные числа 
меньшие единицы. Это позволяет методом функций Ляпунова показать, что решение 
дискретной системы (21) асимптотически устойчиво, т.е. ݇ݔሺ0ݔሻ → 0 при ݇ݔሺ0ݔሻ ⊂
ΩΘ	г ∈ Ωܷ݀ и ݇ → ∞,а также доказать теорему об устойчивости гибридной системы (20). 
Здесь ΩΘг – область ܴ݊, на границе которой разность указанной функции Ляпунова 
обращается в нуль. 

Теорема. Если выполняются условия (5), (9) и (16), а вектор ݈ሺݔሻ в выражениях 
(12), (20) определяется соотношениями (6)-(8), (13)-(18), то положение равновесия 
ݔ ൌ 0 гибридной системы (20) является асимптотически устойчивым при всех 
,ݐሺݔ ሻݔ ⊂ г௵ߗ ∈ ,ݐሺݔ݈݉݅ .ௗ, т.еߗ ሻݔ ൌ 0 при ݐ → ∞.  

Справедливость этой теоремы следует из непрерывности системы (20), поскольку 
0ሻݔሺ݇ݔ → 0 из (21) – это решение ݔሺݐ, ሻݐሻ системы (20) при ݃ሺݔ ≡ ݂ሺݐሻ ≡ 0, 
соответствующее дискретным моментам времени ݇ݐ ൌ ݇ܶ при всех ݇ ∈ ሾ0,∞ሻ. 

Приведенные выше соотношения (1), (5)-(19) составляют теоретическую базу 
метода квазилинейной дискретизации и метода синтеза дискретных законов 
управления как дискретными, так и непрерывными нелинейными объектами, которые 
могут быть представлены квазилинейными моделями, т.е. синтеза гибридных систем 
управления. 

 

5. Методический пример 
 
Синтезировать гибридную систему управления нелинейным объектом, который 

описывается уравнениями 
ሶݔ (22) 1 ൌ 2ݔ െ ሶݔ ,1ݔ2	arctg	1ݔ 2 ൌ 2ݔ	2sinݔ  у ,ݑ2 ൌ  .ଵݔ	0,5

Замкнутая система должна иметь длительность переходного процесса при нулевых 
начальных условиях и задающем воздействии ݃ሺݐሻ ൌ ݃1ሺݐሻ не более 5 с, а также 
нулевую ошибку по этому воздействию. 

ДКЛМ (6)-(8) при ܶ ൌ 0,4 с, соответствующая объекту (22), удовлетворяет 
условиям (5), (9) и (10) при всех ‖ݔ‖  ݀	Ωܯ ൏ ∞, т.е. поставленная задача синтеза 
имеет решение. Так как n = 2, то закон управления объектом (22) имеет вид: 
݇,гݑ (23) ൌ ݈г,݃ሺ݇ݔሻ݃݇ െ ݈1ሺ݇ݔሻ1݇ݔ െ ݈2ሺ݇ݔሻ2݇ݔ, ݇	 ൌ 	0, 1, 2, . ..	. 

Коэффициенты ݈1ሺ݇ݔሻ, ݈2ሺ݇ݔሻ и ݈г,݃ሺ݇ݔሻ определяются выражениями (6)-(8), (13)-(19) 
при всех ݇. Результаты моделирования замкнутой системы (22), (23) в MATLAB с 
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применением функции ode45 при различных корнях 1ݖ
∗ 2ݖ ,

∗  и начальных условиях 
показали, что система удовлетворяет заданным требованиям. 
 

6. Заключение 
 

Предложенный метод квазилинейной дискретизации позволяет создавать 
гибридные нелинейные системы управления непрерывными как аффинными, так и 
неаффинными по управлению и воздействиям объектами с дифференцируемыми 
нелинейностями. Причем период цифрового управления может быть значительно 
больше, чем при реализации нелинейных систем, синтезированных как непрерывные. 
При нулевых начальных условиях и ступенчатом задающем воздействии 
обеспечивается требуемое время регулирования и равенство нулю статической ошибки 
по этому воздействию. Предложенный метод может быть применен для синтеза систем 
управления нелинейными объектами как различных производств, так и других сфер. 
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