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Аннотация: Рассматривается приближённый синтез формирования вертикальной 
составляющей траектории СПС (сверхзвукового самолета), основанный на решении 
задачи об оптимизации траектории самолёта с использованием энергетического подхода. 
Учитываются ограничения на скоростной напор, число Маха, а также на величину 
звукового удара на местности. Эта величина оценивается избыточным атмосферным 
давлением, вызванным пролетающим самолётом. Оценка производится согласно 
упрощенной методике в предположении, что СПС представляет собой тонкое тело 
вращения с тонкими дельтовидными крыльями. В методике учитываются размеры 
самолёта и его несущие свойства. 

 

1. Введение 
 
Одним из возможных подходов к формированию алгоритмов для расчета близких к 

оптимальным траекторий самолета является подход, основанный на решении 
оптимизационной задачи для вертикального профиля в энергетической постановке. Для 
нахождения оптимальных траекторий большой продолжительности обычно 
выполняется ее декомпозиция на 3 участка: разгон-набор высоты, крейсерский участок 
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и снижение. Для перехода между ними и для удовлетворения ограничений на 
параметры полета применяются частные алгоритмы. 

 

2. Алгоритмы субоптимального управления вертикальной 
составляющей траектории 

 
На этапе набора высоты потребное значение угла наклона траектории п 

определяется при текущем значении удельной механической энергии 
ܧ  ൌ ܪ  ܸଶ ሺ2݃ሻ⁄  
по формуле 

(1) ൫ܪopt,  oܲpt൯ൌminு,

ொсекା
ೣೌ

ቚ
ாୀ௦௧

, 

где V – истинная воздушная скорость, H – высота полета, g – ускорение свободного 
падения, Qсек – секундный расход топлива, nxa – тангенциальная перегрузка, Сt – 
параметр, играющий роль индекса стоимости, если он назначается руководством 
авиакомпании, либо определяемый при реализации принципа четырехмерной 
навигации. 

Потребное значение угла наклона траектории п определяется по формуле 

(2) θп ൌ arcsin ቂ݊௫
ௗு
ௗா


ಹ൫ுିு൯


ቃ. 

где kH –параметр алгоритма (здесь в расчетах он полагается равным 0.038 с–1). 
Значение тангенциальной перегрузки рассчитывается по формуле 

 ݊௫ ൌ



െ ௌೣೌ


, 

где m – масса самолета, S – площадь крыла, q – скоростной напор, ܿ௫ – коэффициент 
сопротивления; его значение может быть получено по балансировочной 
аэродинамической поляре самолета при коэффициенте подъемной силы ܿ௬, 
рассчитанном для горизонтального установившегося полета. 

Выражение (1) справедливо при условии, что тангенциальная перегрузка 
положительна. При наборе высоты это условие, как правило, выполняется. 

Значения параметров крейсерского полета ܪкр, кܸр определяются согласно 
выражению 

(3) ൫ܪкр, кܸр൯ ൌ min݃ݎܽ
ு, 

ொсекା
	

ቚୀଵ
ೣୀ.

 

при нормальной скоростной перегрузке ݊௬	равной 1 и нулевом значении ݊୶ୟ. 
При определении значений ܪ௧, ܲ௧ в соответствии с (1) и H, V в соответствии с 

(3) учитываются ограничения 
ሻܧ୫୧୬ሺܪ (4) 	 ܪ   ,ሻܧ୫ୟ୶ሺܪ
(5) Р୫୧୬ሺܪ,Mሻ 	 ܲ  ୫ܲୟ୶ሺܪ,Mሻ, 
где М – число Маха. 

Минимальное значение высоты ܪ୫୧୬	в (4) определяется минимальной разрешённой 
высотой полёта ܪ୫୧୬ଵ и ограничениями сверху на скоростной напор q, числом М 
полёта и допустимой интенсивностью звукового удара на земной поверхности, 
определяемой величиной избыточного давления Δ	доп. 

Ограничение ܪ୫୧୬ଶ на скоростной напор ݍ୫ୟ୶ для каждого значения E 
определяется путем численного решения уравнения 
ଶሻܪ௫ሺݍ  ൌ ሾߩሺܪଶሻ	ሺܧ	–	ܪଶሻ/2ሿ, 
где (H) – плотность воздуха на высоте Н 

Затем зависимость ܪଶ	ሺܧሻ аппроксимируется полиномиальной функцией. 
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Ограничение сверху на число М можно обеспечить за счёт ограничения на высоту 
Hmin 3. Значение последней можно получить из уравнения 

M୫ୟ୶ ൌ ඥ2݃ሺܧ െ ୫୧୬ଷሻܪ ܽзвሺܪ୫୧୬ଷሻൗ . 
Величина избыточного давления pg на местности определяется по формуле 

(6) Δ ൌ ඥሺܪሻሺMଶ െ 1ሻ.ଵଶହሺ݈/ܪሻ.ହܨ൫√Mଶ െ 1ܿ௬൯, 
где l – длина самолета, ܿ௬– аэродинамический коэффициент подъемной силы. 

Формула (6) получена в предположении, что самолет представляет собой тонкое 
тело вращения с тонкими дельтовидными крыльями [1]. 

Имея в виду, что 
 Mଶ 	ൌ 	2gሺܧ	– ሻ/ܽзвଶܪ	 ሺܪሻ, 
где ܽзвሺܪሻ – скорость звука на высоте Н, формулу (6) можно представить в следующем 
общем виде: 
 Δ	доп ൌ 	݂ሺܧ, ,୫୧୬ସܪ ݈, ܿ௬ሻ 
и определить ܪ୫୧୬ସ в виде функции, зависящей от переменной E и параметров 
Δ	доп, ݈, ܿ௬. 

Окончательное значение ܪmin равно максимальному из четырех значений: 
୫୧୬ܪ  ൌ max ሺܪ୫୧୬ଵ, ,୫୧୬ଶܪ ,୫୧୬ଷܪ  .୫୧୬ସሻܪ

Максимальное значение высоты ܪ୫ахሺܧሻ в (4) определяется минимальным 
скоростным напором ݍ୫ୟ୶ и разрешённой высотой полёта ܪ୫ахଵ. Максимальное 
значение высоты ܪ୫ୟ୶ଶ определяется из численного решения уравнения 
௫ଶሻܪሺݍ  	ൌ 	 ሾߩሺܪ௫ଶሻ	ሺܧ	–	ܪ௫ଶሻ/2ሿ 
для ряда значений Е, а затем зависимость ܪ୫୧୬ଶሺܧሻ аппроксимируется полиномиальной 
функцией. 

Окончательное значение ܪ୫ах	равно 
୫ахܪ  ൌ min ሺܪ୫ୟ୶ଵ,  .୫ୟ୶ଶሻܪ

Граничные условия в (5) являются одними из характеристик силовой установки. 
Для расчетов они аппроксимируются дробно-рациональными функциями. 

Оптимальные значения высоты полета ܪ୭୮୲ и тяги ୭ܲ୮୲		для этапа снижения 
определяются по формуле 

 ൫ܪopt, oܲpt൯ൌmax 
ு, 

ொсекା
ೣೌ

ቚ
ாୀ௦௧

 

при постоянном уровне удельной механической энергии. Эта формула для нахождения 
значений ܪ୭୮୲, ୭ܲ୮୲	 справедлива при ݊௫ ൏ 0, что выполняется на участке снижения. 
Потребное значение угла наклона траектории в этом случае определяется по той же 
формуле (2), что и на этапе разгона-набора высоты. 

При расчете управления траекторией на этапе разгона-набора параллельно 
вычисляются по формуле (3) и крейсерские параметры полета ܪкр, кܸр для текущего 
веса самолета и определяется значение удельной механической энергии ܧкр для 
крейсерского режима в соответствии с этими параметрами. 

Если текущее значение удельной механической энергии совпадает со значением 
этой величины на крейсерском режиме или даже превышает ее на незначительную 
величину, рассчитывается потребное значение угла наклона траектории согласно 
формуле 

(7) θкр п ൌ sinܿݎܽ
ಹభ൫ுкрିு൯


 

для выхода на крейсерскую высоту ܪкр. В случае, если 
 sin θп  sin θкр п, 
то выполняется переход на крейсерскую высоту. Потребное значение угла наклона 
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траектории рассчитывается по формуле (7) в процессе всего крейсерского этапа. 
Значение параметра ݇ுଵ принимается равным 0.033 с–1. 

В процессе перехода на крейсерский режим и при полете на этом режиме 
потребное значение тангенциальной перегрузки рассчитывается по формуле 
 ݊௫	кр	п ൌ ݇ாሺܧкр– ሻܧ  ݇ 	sin  
где коэффициент ݇ா равен 0.02 м-1, коэффициент ݇ – 0.2. 

Тяга рассчитывается в соответствии с интегральным законом 

 ܲሺݐሻ ൌ ݃݉ ሺ݊௫	крп െ
௧
௧кр

݊௫ሻ݀ݐ. 

Расчеты показывают, что при снижении оптимальная тяга только на начальном 
участке на незначительную величину превышает минимальную. На большей части 
траектории снижения она соответствует режиму полетного малого газа (ПМГ). 

Значения параметра Ct постоянно на всей траектории, в том числе и для участка 
снижения. 

При расчете потребных для управления параметров на участке снижения 
учитывается ограничение на высоту полета снизу, которое задает ограничение на угол 
наклона траектории 

 θп  sinܿݎܽ ಹభሺுౣିுሻ


. 

На участках выдерживания постоянного числа M применяется следующая формула 
для расчёта потребного угла наклона траектории: 

 п ൌ arcsin ೣೌିзв/

ଵି.ଵଷଷଵଷమ . 
где M – разность между потребным и текущим числами M, ݇ – параметр. 

Для выполнения расчетов согласно изложенному подходу необходимо иметь 
следующие исходные данные по самолету: аэродинамическую балансировочную 
поляру для всей разрешенной области режимов полета самолета и расходно-тяговые 
характеристики его двигателей. 

 

3. Пример расчета выхода на крейсерский режим и полета на 
этом режиме 

 
Расчёты полета варианта демонстрационного СПС производились для этапов 

набор-разгон и крейсерского этапа. Этап снижения не рассматривался. Максимальная 
взлётная масса самолёта равна 72 т, полный запас топлива составлял 36 т. 
Максимальное число М полета равно 2, ограничение сверху на скоростной напор 
принималось равным 42 кПа. Ограничение на интенсивность избыточного давления 
при звуковом ударе на местности принималось равным 83	Па. В качестве начальных 
условий принимались послевзлётные условия: высота 457 м, число Маха – 0.4. 

На рис. 1 показан профиль полета СПС в плоскости параметров «число М –
 высота». На этапе набор-разгон управление формируется из условия минимального 
расхода топлива при наборе механической энергии по приведённым выше алгоритмам. 
Параметр Ct принимался равным 0. На этом этапе расходуется 3596 кг топлива. При 
этом самолёт пролетает 432 км. Время полета составляет 17.5 мин. 
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Рис. 1. Профиль полета в плоскости «число М – высота». 
 

Непосредственно выход в крейсерские условия (условия стационарного полета) 
происходит с потерей скорости с М = 2 до М = 1.89. Стоит отметить, что на этом 
участке поддерживается постоянный уровень удельной механической энергии. 

Крейсерские режимы лежат на отрезке, показанном на рис. 1 зелёным цветом. 
Пролетаемое на крейсерском этапе расстояние равно 6523 км, при этом расходуется 
26804 кг топлива, время полёта составляет 3 часа 29 мин. Таким образом, на этапах 
набор-разгон и крейсерском (перед началом снижения) самолёт преодолевает 6955 км 
за 3 часа 46.5 мин., суммарный расход топлива составляет 30400 кг. 

В приведенных в отчете алгоритмах рассчитываются потребные значения угла 
наклона траектории и эти алгоритмы могут быть использованы в ВСС (вычислительной 
системе самолётовождения) для режима вертикальной навигации. 

Расчёт траектории производился на полных уравнениях траекторного движения 
самолёта в вертикальной плоскости с учетом ограничений на нормальную перегрузку. 

Доклад подготовлен в рамках реализации программы создания и развития научного 
центра мирового уровня “Сверхзвук” на 2020-2030 годы при финансовой поддержке 
Министерством науки и высшего образования Российской Федерации (Соглашение о 
предоставлении гранта в форме субсидий из федерального бюджета на осуществление 
государственной поддержки создания и развития научных центров мирового уровня, 
выполняющих исследования и разработки по приоритетам научно-технологического 
развития от 17 мая 2022 года N◦075-15-2022-1023). 
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