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Аннотация: Рассмотрена задача управления нелинейными системами типа Лурье
с гарантией обеспечением выходной переменной в заданном множестве в любой
момент времени. Для решения задачи использовалось специальное преобразование
выхода, позволяющее свести исходную задачу с ограничениям по выходу к
задаче без ограничений по вспомогательной переменной. Для новой системы
предложен нелинейный закон управления с использованием техники линейных
матричных неравенств (ЛМН). Приведен пример, иллюстрирующий эффективность
предложенного метода и подтверждающий теоретические выводы.

1. Введение

На практике широко распространены задачи управления нелинейными
системами. Среди них часто исследуются нелинейные объекты типа Лурье.
Примерами таких систем могут быть колебательные системы, электромеханические
объекты, манипуляторы, электроэнергетические сети, и т.д. Существует большое
количество работ, посвященных управлению такими системами, например, см. [1–3].
Однако в этих работах удается обеспечить заданное качество регулирование
только в установившемся режиме. В работах [4–6] предложен метод, позволяющий
гарантировать нахождение выхода в некотором заданном множестве. Предлагаемый
доклад посвящен управлению с гарантией заданного качества регулирования
выходного сигнала в любой момент времени с использованием метода [4–6].

Доклад организован следующим образом. В разделе 2. приведена задача
управления нелинейных систем в форме Лурье в заданном множестве. В разделе 3.
предложен метод решения поставленной задачи. В разделе 4. рассмотрен пример в
MATLAB, подтвеждающий теоретические результаты.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную систему:

(1)
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐺𝜑(𝑧) +𝐷𝑓,

𝑦 = 𝐶𝑥, 𝑧 =𝑀𝑥,

где 𝑥 ∈ R𝑛 – вектор измеряемых состояний; 𝑢 ∈ R – сигнал управления; 𝑦 ∈ R –
регулируемый выход; 𝑓 ∈ R – неизвестное возмущение такое, что |𝑓 | ⩽ 𝑓 ;
𝑧 ∈ R𝑞 – аргумент нелинейности 𝜑; матрицы 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐺,𝑀 известны и имеют
соотвествующие размерности. Система (1) имеет относительную степень, равную
единице. Неизвестная нелинейность 𝜑(·) : R𝑞 → R𝑞 удовлетворяет секторным
ограничениям, т.е. для всех 𝑧, 𝜑(𝑧) = 𝑐𝑜𝑙{𝜑1(𝑧1), ..., 𝜑𝑞(𝑧𝑞)} ∈ R𝑞 выполнены условия

(2) 𝑘1𝑖 ⩽
𝜑𝑖(𝑧𝑖)

𝑧𝑖
⩽ 𝑘2𝑖, ∀𝑧𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑞,

где 𝑘1𝑖, 𝑘2𝑖 – некоторые известные константы.
Цель работы – синтез закона управления, стабилизирующего выходной сигнал 𝑦

объекта (1) в следующем заданном множестве в любой момент времени:

(3) 𝒴 = {𝑦 ∈ R : 𝑔(𝑡) < 𝑦(𝑡) < 𝑔(𝑡), ∀𝑡 ⩾ 0},

где 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡) — ограниченные дифференцируемые функции вместе с ограниченными
первыми производными. Данные функции могут выбираться разработчиками по
требованиям к работе системы.

3. Метод решения. Основной результат

Согласно [4], рассмотрим преобразование выхода 𝜀(𝑡) = Φ(𝑦, 𝑡), где Φ : 𝒴 ×
[0, ∞) → R – диффренцируемая функция, определенная следующим образом:

(4) Φ(𝑦, 𝑡) = 𝑙𝑛

(︂
𝑦(𝑡)− 𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡)− 𝑦(𝑡)

)︂
Видно, что для каждого момента времени 𝑡 ⩾ 0, существует следующее обратное

отображение:

(5) 𝑦(𝑡) = Φ−1(𝜀, 𝑡) =
𝑔(𝑡)𝑒𝜀 + 𝑔(𝑡)

𝑒𝜀 + 1
.

Берем полную производную по времени функции 𝑦(𝑡) с учетом (5):

(6) 𝑦̇ =
𝜕Φ−1

𝜕𝜀
𝜀̇+

𝜕Φ−1

𝜕𝑡
.

Принимая во внимание (1) с учетом 𝜕Φ−1

𝜕𝜀
> 0 ∀𝜀 ∈ R, мы получим динамку для

переменной 𝜀 как:

(7) 𝜀̇ =

(︂
𝜕Φ−1

𝜕𝜀

)︂−1 [︂
𝐶𝐴𝑥+ 𝐶𝐵𝑢+ 𝐶𝐺𝜙+ 𝜓

]︂
,
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где 𝜓 = 𝐶𝐷𝑓 − 𝜕Φ−1

𝜕𝑡
. Функция 𝜓(𝑡) является ограниченной по 𝑡, т.е., |𝜓(𝑡)| ⩽ 𝜓 :=

‖𝐶𝐷‖𝑓 + sup𝑡⩾0

(︂
𝜕Φ−1

𝜕𝑡

)︂
= ‖𝐶𝐷‖𝑓 +max{sup𝑡⩾0 |𝑔̇(𝑡)|, sup𝑡⩾0 |𝑔̇(𝑡)|}.

Зададим кусочно-непрерывный закон управления в виде:

(8) 𝑢 = −(𝐶𝐵)−1[𝐾𝜀+ 𝐶𝐴𝑥+ 𝜇𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀)‖𝐶𝐺‖‖𝑀‖|𝑥|],

где 𝐾 ∈ R – искомый коэффициент усиления в управлении, 𝜇 = max𝑖{𝑘1𝑖, 𝑘2𝑖},

функция 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀) определяется как 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀) =

{︃
1, 𝜀 ⩾ 0,

−1, 𝜀 < 0.
Сформулируем основную теорему данной работы.

Теорема 1. Для заданных чисел 𝑐, 𝜓, 𝛼 > 0, если существуют положительное
число 𝐾 и положительные коэффициенты 𝜏1, 𝜏2 > 0 такие, что выполнены
неравенства

(9)

[︂
−𝐾 + 𝛼 + 0, 5𝜏1 0, 5

⋆ −𝜏2

]︂
⩽ 0,

−𝑐𝜏1 + 𝜓2𝜏2 ⩽ 0,

где ⋆ означает симметричный блок в симметричной матрице.
Тогда закон управления (8) обеспечивает целевое условие (3).

Доказательство теоремы 1. Подставив (8) в (7), получим замкнутую систему

(10) 𝜀̇ =

(︂
𝜕Φ−1(𝜀, 𝑡)

𝜕𝜀

)︂−1 [︂
−𝐾𝜀− 𝜇𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀)‖𝐶𝐺‖‖𝑀‖|𝑥|+ 𝐶𝐺𝜑+ 𝜓

]︂
.

Выберем функцию Ляпунова вида 𝑉 = 1
2
𝜀2. Найдем от нее полную производную

по времени вдоль решений (10):

(11) 𝑉̇ = 𝜀𝜀̇ = 𝜀

(︂
𝜕Φ−1(𝜀, 𝑡)

𝜕𝜀

)︂−1 [︂
−𝐾𝜀− 𝜇𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀)‖𝐶𝐺‖‖𝑀‖|𝑥|+ 𝐶𝐺𝜑+ 𝜓

]︂
.

Потребуем при 𝑉 ⩾ 𝑐 выполнение условия 𝑉̇ ⩽ −2𝛼𝑉, 𝛼 – любое извеcтное
положительное число, т.е. 𝑉̇ < 0, ∀𝜀 /∈ {𝜀 ∈ R : |𝜀| <

√
2𝑐, 𝑐 > 0}. Так как 𝐶𝐺𝜑 ⩽

|𝐶𝐺𝜑| ⩽ 𝜇‖𝐶𝐺‖‖𝑀‖|𝑥| и принимая во внимание ограничения |𝜓| ⩽ 𝜓, перепишем
вышеназванные условия как

(12)
(−𝐾 + 𝛼)𝜀2 + 𝜀𝜓 ⩽ 0 ∀ (𝜀, 𝜓) :
0, 5𝜀2 ⩾ 𝑐, 𝜓2 ⩽ 𝜓2.

Обозначив 𝑧 = 𝑐𝑜𝑙{𝜀, 𝜓}, перепишем (12) в матричном виде:

(13)
𝑧T

[︂
−𝐾 + 𝛼 0, 5

⋆ 0

]︂
𝑧 ⩽ 0,

𝑧T
[︂
−0, 5 0
⋆ 0

]︂
𝑧 ⩽ −𝑐, 𝑧T

[︂
0 0
⋆ 1

]︂
𝑧 ⩽ 𝜓2.

Согласно S-процедуре [7] неравенства (13) будут выполнены, если будут
выполнены условия (9). Значит система (10) устойчива по вход-состоянию и
сигнал 𝜀(𝑡) ограничен. Благодаря преобразованию (4), выход 𝑦(𝑡) тоже ограничен
и соотвествено ограничен вектор состояний 𝑥(𝑡) системы (1). Следовательно, будет
ограничен сигнал управления 𝑢(𝑡) в (8). Согласно [4], целевое условие (3) будет
выполнено. Теорема 1 доказана.
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4. Пример

Рассмотрим неустойчивый объект (1) со следующими параметрами:

𝐴 =

[︂
0 1
2 −3

]︂
, 𝐵 =

[︂
0
1

]︂
, 𝐺 =

[︂
0
0, 1

]︂
, 𝐷 =

[︂
1
1

]︂
, 𝐶 =

[︀
2 1

]︀
,𝑀 =

[︀
1 2

]︀
,

𝑓(𝑡) = 0, 1 + sin(3𝑡) + 0, 5𝑠𝑎𝑡(𝑑(𝑡)), 𝜑(𝑧) = sin(𝑧).

где 𝑠𝑎𝑡{·} – функция насыщения, 𝑑(𝑡) – белый шум с мощностью шума и времени
выборки 0,1. Тогда 𝑓 = 1, 6.

Функции 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡) зададим как:

𝑔(𝑡) =

{︃
−3𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 0, 2, 𝑡 < 2𝜋,

𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 2, 2, 𝑡 ⩾ 2𝜋,
𝑔(𝑡) =

{︃
3𝑐𝑜𝑠(𝑡)− 0, 2, 𝑡 < 2𝜋,

𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 1, 8, 𝑡 ⩾ 2𝜋.

Запишем закон управления (8) в виде:

𝑢 = −(𝐶𝐵)−1

[︂
𝐾𝑙𝑛

(︂
𝑦 − 𝑔

𝑔 − 𝑦

)︂
+ 𝐶𝐴𝑥+ 𝜇𝑠𝑖𝑔𝑛

(︂
𝑙𝑛

(︂
𝑦 − 𝑔

𝑔 − 𝑦

)︂)︂
‖𝐶𝐺‖‖𝑀‖|𝑥|

]︂
.

Принимая во внимание (7), найдем 𝜓 = 8, 6. С помощью пакета YALMIP [8]
и решателя SEDUMI [9] найдем решение неравенства (9). Для 𝑐 = 100, 𝛼 = 2
найдены 𝜏1 = 3, 10, 𝜏2 = 4, 14, 𝐾 = 6, 54. Для 𝑐 = 0, 1, 𝛼 = 2 найдены
𝜏1 = 45, 47, 𝜏2 = 0, 04, 𝐾 = 35, 36.

Переходные процессы в 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡) и 𝑓(𝑡) при 𝑥(0) = [1, 1]𝑇 показаны на рис. 1.
Из рис. 1a видно, что выходной сигнал 𝑦(𝑡) никогда не достигает границ заданного
множества. Заметим также из графика, что чем меньше значение параметра 𝑐,
тем лучше подавляется влияние возмущений. На рис. 1b колебания управляющего
сигнала объясняются наличием возмущения 𝑓(𝑡) (рис. 1c) в системе.

Рис. 1. Переходные процессы выхода 𝑦(𝑡) (a), управления 𝑢(𝑡) (b), возмущения
𝑓(𝑡) (c) в замкнутой системе при 𝑐 = 0, 01 и 𝑐 = 100

5. Заключение

В работе проверен метод управления нелинейными объектами в форме Лурье с
гарантией нахождения выходного сигнала в заданном множестве. В отличие от [4–6],
предложенный метод позволяет рассчитать параметры регулятора с использованием
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техники ЛМН, что расширяет применимость полученного метода на практике.
Моделирование подтвердило теоретические выводы и показало эффективность
разработанного метода.

Исследование выполнено в ИПМаш РАН при поддержке госзадания №
121112500298-6 (ЕГИСУ НИОКТР)
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