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Аннотация: Математическое моделирование динамики робота Дельта существенно 
упрощено использованием альтернативной формы нелинейных уравнений связей, 
основанной на строгом учете, в отличие от всех известных результатов, поступательного 
характера движения схвата робота. Общими методами аналитической механики 
несвободных систем построена нелинейная модель динамики робота Дельта в виде 
свободных от множителей связей векторно-матричных уравнений в избыточных 
координатах как системы с тремя геометрическими связями. Размерность модели 
сокращена на удвоенное количество связей по сравнению с традиционно применяемыми 
моделями. 

 

1. Введение 
 

В дельта-роботе [1, 2] неподвижное верхнее основание посредством трех 
двухзвенных кинематических цепей соединено с небольшой подвижной платформой 
(Рис.1). Платформы имеют форму равносторонних треугольников со сторонами a и  b
соответственно Введем неподвижную систему координат Oxyz, начало которой O 
размещено в центре верхнего основания, ось z направлена вертикально вверх, а ось x 
вдоль оси симметрии верхнего основания.  

 
Рис. 1. Схема робота Дельта. 
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Пусть  ,, - углы отклонения плеч АР, BQ, CS длины l от вертикали и ),,(1 zyxO  
– центр подвижной платформы (рис. 1). Положение системы определяется параметрами 

zyx ,,,,,  . Пусть  ,,  - независимые координаты, а зависимые - zyx ,, . Обычно 
нижние звенья реализуются в виде параллелограммов, что обеспечивает 
поступательное движение нижней платформы, в силу чего параметров zyx ,,,,,   
вполне достаточно для исследования динамики системы. Но, начиная с работы 
([2].,фиг. 3.2), и до сих (напр. [3-13]) для определения координат концов нижних 
звеньев кинематических цепей используются по три угла (напр. [9] 3,2,1;,, 321 iiii  ) 

на каждую цепь (рис. 2): 

 
 

Рис. 2. Схемы для традиционного определения координат узлов в подвижной 
платформе.  

 
В результате изначально простые (напр. (3.9) [9]) соотношения для трех 

геометрических связей приобретают чрезвычайно громоздкий вид, особенно если 
применяется [9] процедура Денавита-Хартенберга.  

В данной работе на примере робота Дельта показано, насколько эффективным 
может быть квалифицированное применение общих методов аналитической механики 
при рассмотрении самых сложных современных технических устройств.  

 

2. Математическая модель манипулятора 
 

2.1. Альтернативная форма уравнений связей 
Основой упрощения исследования является альтернативная форма уравнений 

геометрических связей, использующая поступательный характер движения нижней 
платформы манипулятора. Из рис. 3, 4 могут быть определены координаты: точек 
установки исполнительных приводов CBA ,, ; точек SQP ,.  - узлов в нижних концах 
плеч CSBQAP ,, ; точек K, M, N – узлов, соединяющих нижние концы рычагов PK, QM, 

SN длины d и подвижную платформу: 

  
Рис. 3. Координаты узлов K,M,N нижней платформы (слева) и точек CBA ,, установки 
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двигателей  

 
Рис. 4. Схемы для определения координат узлов SQP ,.  в нижних концах плеч.  

 
Принципиальное отличие нашего подхода: координаты точек K, M, N выражены 

через координаты точки ),,(1 zyxO и только три угла  ,,  (а не девять [9] углов). Нет 
необходимости, в отличие от [1-13], в рассмотрении обратной задачи кинематики. 
Поэтому уравнения трех геометрических связей получают простой (ср. (69) [9]) вид:  
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2.2. Уравнения динамики в избыточных координатах 

Простота уравнений (1) в общем случае создает возможность полностью 
аналитического упрощения исследования применением свободных от множителей 
связей уравнений в избыточных координатах [14-16]. Размерность модели сокращается 
сравнении с (86) [9] на удвоенное число связей за счет исключения из рассмотрения 
скоростей зависимых координат из продифференцированных уравнений (1) и 
множителей связей [14-16]. 

Дифференцирование по времени уравнений связей (1) в аналитическом виде дает  
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Из (2) зависимые скорости легко выражаются аналитически через параметры 
системы 

(3) ;
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Чтобы реализовать переход [14-16] к уравнениям в избыточных координатах, 
нужно, используя (3), исключить зависимые скорости из функции Лагранжа 
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Здесь: m массы плеч CSBQAP ,, ; M массы приводов; J моменты инерции роторов 
моторов вместе редукторами. Массами рычагов PK, QM, SN пренебрежем. Такой 
подход вполне оправдан с практической точки зрения, так как обычно подобные 
подвижные части максимально облегчаются и изготавливаются из лёгких композитных 
материалов. Учет этих масс не усложняет модель [17]. Функция Лагранжа после 
исключения зависимых скоростей имеет простой аналитический вид 
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Функция (4) полностью выражена аналитически через параметры системы. 
Поэтому математическая модель динамики моделируемой системы может быть 
получена с помощью известного алгоритма [14-17] в виде свободных от множителей 
уравнений в избыточных координатах: 
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rQ  вектор сил, отнесенных к независимым координатам.  
Новая форма (1) уравнений связей в общем случае создает возможность 

аналитического получения математической модели управляемой динамики робота 
Дельта в виде (5), размерность которой в нормальной форме равна 9, значительно 
меньше традиционно используемых. Предложенный подход упрощает исследование 
системы и позволяет включать [14-17] в модель исполнительные приводы. 
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