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Аннотация: Рассматриваются перемещения на плоскости некоторой совокупности
объектов с посещением заданных точек. Совокупность объектов или система
состоит из основного и вспомогательных, причем последние могут перемещаться
как вместе или на базе основного так и отдельно. Таким образом формальное
количество перемещаемых объектов в системе не является постоянным. Уравнения,
описывающие такие перемещения, выписаны в виде гибридной системы с
переключениями. Ставится задача оптимизации перемещений двух и более объектов
на плоскости при определенных ограничениях.

1. Введение

Задачи управления группами объектов рассматривались в [1, 2], в том числе
изучались и вопросы их реконфигурации в процессе перемещений и обхождения
препятствий. Вопросы моделирования динамики групповых движений для
самых разных приложений [3] являются актуальными, особенно в управлении
служб доставки, спрос на услуги которых в последние годы резко возрос. В
продолжении исследований [4–6], связанных построением оптимальных траекторий
для параллельных или распределенных доставок грузов заказчикам системой
основных и вспомогательных перевозчиков, предлагается математическая
формализация рассматриваемых оптимизационных задач. Постановки задач
отчасти перекликаются с известной задачей коммивояжера в плане обхода целевого
множества точек. Например, в работе [7] исследуются задачи выбора маршрута
на базе модели смешанного целочисленного линейного программирования,
предложен гибридный генетический алгоритм решения задачи коммивояжера.
В рассматриваемых здесь вопросах, оригинальной является строение системы,
конфигурация перемещающихся объектов – участников перемещений. Совокупность
полученых траекторий движения объектов соответствует решению поставленной
оптимизационной задачи.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим совокупность траекторий некоторой системы 𝑛 объектов,
𝑛 = 2, . . . , 𝑁 , возникающих в процессе их перемещения на плоскости из начальной
точки 𝑆0 в конечную 𝐹0 с посещением заданной точки 𝐺1 (см. рис. 1). В системе из

Рис. 1. Перемещения системы из двух объектов

𝑛 объектов будем называть один основным и остальные 𝑛− 1 вспомогательными.
В минимальной конфигурации системы, если 𝑛 = 2, один объект является

основным и один вспомогательным. Именно такая конфигурация изображена
на рис. 1. Целевую точку 𝐺1 посещает только вспомогательный объект. Точки
𝑆1 отделения вспомогательного объекта от основного и 𝐹1 их воссоединения
определяются с учетом неравенства

(1) 𝐷(𝑆1, 𝐺1) +𝐷(𝐺1, 𝐹1) ⩽ 𝐶1.

Для основного объекта также можно ввести ограничение

(2) 𝐷(𝑆0, 𝑆1) +𝐷(𝑆1, 𝐹1) +𝐷(𝐹1, 𝐹0) ⩽ 𝐶0.

При заданных точках 𝑆0, 𝐹0 и 𝐺1 выбор координат точек 𝑆1 и 𝐹1 осуществляется по
критерию

(3) 𝑡 =
𝐷(𝑆0, 𝑆1) +𝐷(𝑆1, 𝐹1) +𝐷(𝐹1, 𝐹0)

𝑉0

→ min

при ограничениях (1) и (2), где 𝑉0 – максимальная скорость основного объекта (1).
В конфигурации системы 𝑛 = 3, когда один объект является основным и два

вспомогательных, допускается наличии двух целевых точек 𝐺1 и 𝐺2. В этом случае
задача оптимизации (3) ставится следующим образом

(4)

𝑡 =
𝐷(𝑆0, 𝑆1) +𝐷(𝑆1, 𝑆2) +𝐷(𝑆2, 𝐹1) +𝐷(𝐹1, 𝐹2) +𝐷(𝐹2, 𝐹0)

𝑉0
→ min ,

𝐷(𝑆1, 𝐺1) +𝐷(𝐺1, 𝐹1) ⩽ 𝐶1 ,

𝐷(𝑆2, 𝐺2) +𝐷(𝐺2, 𝐹2) ⩽ 𝐶2 ,

𝐷(𝑆0, 𝑆1) +𝐷(𝑆1, 𝑆2) +𝐷(𝑆2, 𝐹1) +𝐷(𝐹1, 𝐹2) +𝐷(𝐹2, 𝐹0) ⩽ 𝐶0 .

Если говорить о динамике рассматриваемой совокупности объектов, то
гибридная динамическая система будет содержать непрерывную и дискретную
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составляющие и описываться совокупностью дифференциальных уравнений

(5)

⎡⎢⎣ �̈�(1) = 𝑓1
(︀
𝑥(1), �̇�(1), 𝑢(1)

)︀
, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]{︃

�̈�(2) = 𝑓2
(︀
𝑥(2), �̇�(2), 𝑢(2)

)︀
,

�̈�(3) = 𝑓3
(︀
𝑥(3), �̇�(3), 𝑢(3)

)︀
,

𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2]

где момент переключения 𝑡1 и положение системы 𝑥(1)(𝑡1) неизвестны, начальное
положение 𝑥(1)(𝑡0) задано. Целью управления является попадание траекторий 𝑥(2)(𝑡)
и 𝑥(3)(𝑡) в заданные точки 𝑥*

2 и 𝑥*
3 в момент 𝑡2, 𝑡2 ⩽ 𝑇 с минимальными затратами.
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