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Аннотация: Рассматривается двухслойный биологический объект, который 
подвергается лазерному излучению. Управление процессом лазерного воздействия на 
границе неоднородного по своим физическим характеристикам биоматериала 
осуществляется изменением интенсивности температуры лазерного воздействия, влияя 
на тепловое состояние в биоматериале. Для задач оптимального управления критерий 
качества задан на всем промежутке времени. Предложен конструктивный подход 
построения функции управления и оптимального управления лазерным воздействием на 
двухслойный биоматериал. Полученные результаты иллюстрируются и анализируются 
на конкретном примере. 

 

1. Введение 
 

Многослойные физические объекты, которые находятся под сосредоточенными 
или распределенными воздействиями, должны описываться соответствующими 
математическими моделями. Биологический материал, находящийся под воздействием 
лазерного излучения, является системой с распределенными параметрами [1-4]. О 
сфере применения лазеров, а также о медико-биологическом применении лазеров 
отмечается, например, в работе [5].  

Математическая модель процесса действия лазерного излучения на многослойный 
биологический материал описывается с помощью дифференциальных уравнений в 
частных производных (уравнений теплопроводности) с соответствующими краевыми 
условиями в начале и в конце воздействия лазерным излучением, граничными 
условиями взаимодействия внешнего слоя объекта и окружающей среды, а также 
условиями сопряжения между слоями. Математические модели многослойных 
объектов характеризуются как разнородные составные системы с распределенными 
параметрами [3]. Следовательно, для задач управления указанными системами 
целесообразно использовать методы исследования задач управления составными 
системами (с переменной структурой), которым посвящены, в частности, статьи [6-8].  
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Для обработки многослойных биологических материалов возникает необходимость 
выработки способов воздействия и критериев для параметров лазерных излучателей. В 
последние годы активно разрабатываются различные математические модели, для 
решения разновидных задач лазерного воздействия с целью прогнозирования и оценки 
результатов, в том числе, задача выбора режимов теплового воздействия лазерного 
луча на многослойный биологический объект. При этом способы эффективных 
режимов воздействия лазерного излучения на многослойную биологическую среду 
пока еще недостаточно исследованы [1]. Поэтому необходимо проведение 
всесторонних исследований по поиску режимов лазерного воздействия для развития 
возможностей лазерной обработки и повышения эффективности ее воздействия на 
многослойную биологическую среду. 

В настоящей работе рассмотрен многослойный объект, состоящий из двух 
неоднородных по своим теплофизическим характеристикам биологических слоев, 
подвергаемый лазерному воздействию. Предполагается, что управление и оптимальное 
управление процессом теплового воздействия лазерного луча осуществляется 
следующим образом: изменяя по времени на верхней (левой) границе двухслойного 
биоматериала интенсивность температуры лазерного луча, тем самым влияем на 
тепловое состояние в биоматериале. Для задач оптимального управления критерий 
качества задан на всем промежутке времени.  

Цель работы состоит в разработке аналитического подхода построения функций 
управления и оптимального управления тепловым воздействием лазерного луча на 
двухслойный биоматериал, под воздействием которого распределение температурного 
состояния из заданного начального состояния на некотором промежутке времени 
переходит в желаемое конечное состояние. 

 

2. Постановка задач 
 

Рассмотрим бесконечный по координатам ݔ и ݕ двухслойный биологический 
материал с различными теплофизическими характеристиками (коэффициентами 
теплопроводности, плотностью и теплоемкостью) слоев. 

В соответствии с многослойной структурой объекта [2-4] в случае, когда 
временные и пространственные параметры функции мощности распределения 
(объемной плотности тепловых нагрузок в биологическом материале) и коэффициенты 
теплопроводности являются постоянными, математическая модель соответствует 
дифференциальному уравнению теплопроводности.  

Рассмотрим двухслойную биологическую среду, состоящую из двух участков 
0 ൑ ݖ ൑ ݈ଵ и ݈ଵ ൑ ݖ ൑ ݈ଵ ൅ ݈ଶ. Обозначим через ߩ௝– коэффициент плотности ݆–го слоя 
биологического материала, ݆ ൌ 1, 2; ௝ܿ – коэффициент теплоемкости ݆–го слоя 
биологического материала; ܭ௝ – коэффициент теплопроводности ݆–го слоя 
биологического материала; ܶሺݖ,  ݖ ;ሻ – температурное поле в биологическом материалеݐ
– глубину проникновения лазерного луча в биологический материал; t – длительность 
теплового воздействия. 

Функция температурного поля ܶሺݖ, ሻ, ݈1ݐ ൑ ݖ ൑ ݈1 ൅ 0ݐ ,2݈ ൑ ݐ ൑  в этом случае ,2ݐ
подчиняется следующему уравнению 

(1) ߲ܶሺݐ,ݖሻ
ݐ߲

ൌ ൞
ܽ1
2 ߲

2ܶሺݐ,ݖሻ
2ݖ߲

, 0 ൑ ݖ ൑ ݈1, 0ݐ ൑ ݐ ൑ ,2ݐ

ܽ2
2 ߲

2ܶሺݐ,ݖሻ
2ݖ߲

, ݈1 ൑ ݖ ൑ ݈1 ൅ ݈2, 0ݐ ൑ ݐ ൑ ,2ݐ
, ௝ܽ

ଶ ൌ
௄ೕ
௖ೕఘೕ

, ݆ ൌ 1, 2. 

Предположим, что граничные условия, соответственно, теплового воздействия на 
двухслойный биологический материал следующие 
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(2) ܶሺݖ, ௭ୀ଴	ሻ|ݐ ൌ ,ݖሻ, ܶሺݐሺݑ ௭ୀ௟భା௟మ	ሻหݐ ൌ ܲሺݐሻ, 
где ݑሺݐሻ – температура действия лазерного луча левой границе объекта, которая 
поддается изменению по времени; ܲሺݐሻ – температура действия лазерного луча на 
правой границе (в конце), которая считается известной.  

Условия сопряжения между слоями, которые выражают условиями идеального 
теплового контакта слоев, записываются следующим образом: 

(3) ܶሺݖ, ሻ|௭ୀ௟భି଴ݐ ൌ ܶሺݖ, ଵܭ ,ሻ|௭ୀ௟భା଴ݐ
డ்ሺ௭,௧ሻ

డ௭
ቚ
௭ୀ௟భି଴

ൌ ଶܭ
డ்ሺ௭,௧ሻ

డ௭
ቚ
௭ୀ௟భା଴

ݐ , ∈

ሾݐ଴,  .ଶሿݐ
Предполагается, что заданы начальное (при ݐ ൌ   (଴ݐ
(4) ܶሺݖ, ௧ୀ௧బ	ሻหݐ ൌ ுܶሺݖሻ 
и конечное (при ݐ ൌ   (ଶݐ
(5) ܶሺݖ, ௧ୀ௧మ	ሻหݐ ൌ ௄ܶሺݖሻ 
условие. Функция ݑሺݐሻ является управляющим воздействием (т.е. граничным 
управлением). Предполагается, что допустимое управление ݑሺݐሻ принадлежит ܮଶሾݐ଴,  .ଶሿݐ
Функция ܶሺݖ, ሻݐ ∈ ݆ ,ଶሺΩሻܮ ൌ 1, 2, где множество Ω ൌ ሼሺݖ, ݖ	:ሻݐ ∈ ሾ0, ݈ଵ ൅ ݈ଶሿ, ݐ ∈ ሾݐ଴,  ,ଶሿሽݐ
а функции ுܶሺݖሻ, ௄ܶሺݖሻпринадлежат ܮଶሺ0, ݈ଵ ൅ ݈ଶሻ. Предполагается, что все функции 
такие, что выполняются соответствующие условия согласования, а также 
обеспечивается существование классических решений.  

Задачи управления и оптимального управления процессом теплового воздействия 
лазерного луча на двухслойный биоматериал можно сформулировать следующим 
образом.  

1. Требуется найти такой закон управления ݑሺݐሻ, ݐ ∈ ሾݐ଴,  ଶሿ тепловымݐ
воздействием лазерного луча на двухслойный биологический объект, под воздействием 
которого распределение температурного состояния, описанного (1) с условиями (2) и 
(3), из начального состояния (4) на промежутке времени ሾݐ଴,  ଶሿ переходит в заданноеݐ
конечное состояние (5). 

2. Требуется найти такой закон оптимального управления ݑ଴ሺݐሻ, ݐ ∈ ሾݐ଴,  ,ଶሿݐ
тепловым воздействием лазерного луча на двухслойный биологический объект, под 
воздействием которого распределение температурного состояния, описанного (1) с 
условиями (2) и (3), из начального состояния (4) на промежутке времени ሾݐ଴,  ଶሿݐ
переходит в заданное конечное состояние (5), и минимизирует функционал 

׬ (6) ݐሻ݀ݐଶሺݑ
௧మ
௧బ

. 

Таким образом, сформулированы задачи управления и оптимального управления 
системой с распределенными параметрами, граничные условия в которых являются 
неоднородными. Для построения решения этих задач целесообразно перейти к задачам 
с нулевыми граничными условиями. 

 

3. Об основных результатах 
 
Для построения решения поставленных задач переходим к новой переменной [7-8] 

ߦ (7) ൌ ൝
,ݖ ݖ ∈ ሾ0, ݈ଵሿ,
௔భ
௔మ
ݖ ൅ ݈ଵ ቀ1 െ

௔భ
௔మ
ቁ , ݖ ∈ ሾ݈ଵ, ݈ଵ ൅ ݈ଶሿ.

 

Замена переменной (7) приводит к растяжению или сжатию отрезка ሾ݈1, ݈1 ൅ ݈2ሿ 
относительно точки ݖ ൌ ݈ଵ. При этом отрезок ሾ݈1, ݈1 ൅ ݈2ሿ переходит к отрезку ሾ݈1,  ሿ, гдеܮ
ܮ ൌ ݈ଵ ൅

௔భ
௔మ
݈ଶ. Для удобства, после замены переменной (7), все вышеприведенные 
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функции оставляем в исходных обозначениях. Следовательно, функция ܶሺߦ,  ሻ (илиݐ
уравнение (1)), ߦ ∈ ሾ0, ݐ ,ሿܮ ∈ ሾݐ଴,  ଶሿ, удовлетворяет следующему уравнениюݐ

(8) 
డ்ሺక,௧ሻ

డ௧
ൌ ܽଵ

ଶ డ
మ்ሺక,௧ሻ

డకమ
ߦ , ∈ ሾ0, ݐ ,ሿܮ ∈ ሾݐ଴,  ,ଶሿݐ

с соответствующими граничными условиями 
(9) ܶሺ0, ሻݐ ൌ ,ܮሻ, ܶሺݐሺݑ ሻݐ ൌ ܲሺݐሻ, ݐ଴ ൑ ݐ ൑  ,ଶݐ
с начальным  
(10) ܶሺߦ, ଴ሻݐ ൌ ுܶሺߦሻ, ߦ ∈ ሾ0,  ,ሿܮ
и конечным условиями  
(11) ܶሺߦ, ଶሻݐ ൌ ௄ܶሺߦሻ, ߦ ∈ ሾ0,  ,ሿܮ
и с условиями сопряжения в точке ߦ ൌ ݈ଵ соединения участков 

(12) ܶሺߦ, ሻ|కୀ௟భି଴ݐ ൌ ܶሺߦ, ଵܭሻ|కୀ௟భା଴, ܽଶݐ
డ்ሺక,௧ሻ

డక
ቚ
కୀ௟భି଴

ൌ ܽଵܭଶ
డ்ሺక,௧ሻ

డక
ቚ
కୀ௟భା଴

 

ݐ ∈ ሾݐ଴,  .ଶሿݐ
В работе предложен конструктивный подход построения функций управления и 

оптимального управления. Схема построения заключается в следующем: исходные 
задачи, после замены переменной (7), описанные формулами (8)-(12) с неоднородными 
граничными условиями, сводятся к задачам управления и оптимального управления 
распределенными воздействиями, которые описываются  

(13) 
డ௏ሺక,௧ሻ

డ௧
ൌ ܽଵ

ଶ డ
మ௏ሺక,௧ሻ

డకమ
൅ ,ߦሺܨ ,ߦሺܨ ,ሻݐ ሻݐ ൌ క

௅
ሶݑൣ ሺݐሻ െ ሶܲ ሺݐሻ൧ െ ሶݑ ሺݐሻ, ߦ ∈ ሾ0,   ,ሿܮ

ݐ ∈ ሾݐ଴, ,ଶሿ, уравнением с граничными условиями ܸሺ0ݐ ሻݐ ൌ ܸሺܮ, ሻݐ ൌ 0, с 
соответствующими начальными и конечными состояниями, минимизируемым 
функционалом (6). Используя метод разделения переменных [6-9] и учитывая конечные 
условия, получим, что искомые функции управления и оптимального управления для 
каждой моды (для каждого ݇ ൌ 1, 2, . ..	) должны удовлетворять некоторым 
интегральным соотношениям  

׬  ሺ߬ሻ݁ఒೖఛ݀߬ݑ
௧మ
௧బ

ൌ ݇ ,௞ܥ ൌ 1, 2, . ..	, 

௞ܥ  ൌ
ଵ

ఒೖ
ቄగ௞
ଶ
ൣ ௞ܸሺݐଶሻ݁ఒೖ௧మ െ ௞ܸሺݐ଴ሻ݁ఒೖ௧బ൧ ൅ ௄ܶሺ0ሻ݁ఒೖ௧మ െ ுܶሺ0ሻ݁ఒೖ௧బ െ

ሺെ1ሻ௞ ׬ ሶܲ ሺ߬ሻ݁ఒೖఛ݀߬
௧మ
௧బ

ቅ 

и доставлять минимум функционалу (6) (для задач оптимального управления). Здесь 

௞ߣ ൌ ቀܽଵ
గ௞

௅
ቁ
ଶ
, коэффициенты Фурье функции ܸሺߦ, ,ߦ଴ሻ и ܸሺݐ  ଶሻ обозначены черезݐ

௞ܸሺݐ଴ሻ и ௞ܸሺݐଶሻ соответственно, а функция ܸሺߦ,  .ሻ есть решение уравнения (13)ݐ
Далее, на основе методов теории управления и оптимального управления 

конечномерными системами для произвольного числа первых мод построены функции 
управления и оптимального управления [6-10]. Сформулированы условия о вполне 
управляемости в рассмотренных задачах [10]. Явные выражения функций управления и 
оптимального управления представлены через заданные начальные и конечные 
значения функции температурного поля двухслойного биоматериала. Для некоторых 
числовых значений параметров биологической среды проведен вычислительный 
эксперимент и выполнен сравнительный анализ результатов. 
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