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Аннотация: В работе рассматривается математическая модель бесконечнолинейной 
системы массового обслуживания с входящим пуассоновским потоком положительных 
заявок и с входящим пуассоновским потоком отрицательных заявок. Получен вид 
производящей функции, характеристической функции, а также найдено распределение 
вероятностей числа положительных (незараженных) заявок в системе. 

 

1. Введение 
 

Системы и сети с отрицательными заявками были введены Е. Геленбе [1] и 
отличались от классических тем, что помимо обычных потоков заявок в систему 
поступали дополнительные потоки отрицательных заявок, которые при поступлении 
уничтожают одну положительную, если такая имеется. Изначально такие сети 
применялись для моделирования биофизических нейронных сетей. В настоящее время 
применение таких систем достаточно широкое от практических задач в 
телекоммуникациях [1-3], до социально-экономических постановок [4]. В данной 
работе рассматривается бесконечнолинейная система массового обслуживания (СМО) с 
отрицательными заявками. Данная модель впервые предложена А. А. Натаном [5] и в 
дальнейшем модифицирована в работах [6, 7]. В настоящей работе предлагается модель 
бесконечнолинейной СМО с пуассоновскими потоками отрицательных и 
положительных заявок. Для исследования применяется метод производящих функций. 

 

2. Математическая модель с отрицательными заявками 
 

Рассматривается СМО с двумя входящими потоками, первый поток с 
положительными заявками с параметром ߣ, второй поток с отрицательными заявками с 
параметром ߙ. Пришедшая положительная заявка занимает один из свободных 
приборов и начинает своё обслуживание в течение случайного времени, 
экспоненциально распределенного с параметром 1ߤ. Пришедшая отрицательная заявка 
начинает уничтожение положительной заявки, которая обслуживается на приборе, в 
течение случайного времени, экспоненциально распределенного с параметром 2ߤ. В 
системе может находиться только одна отрицательная заявка. Если отрицательная 
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заявка успевает уничтожить все положительные заявки, то она покидает систему. Если 
изначально система пуста, то пришедшая отрицательная заявка мгновенно покидает 
систему. Обозначим ݅ሺݐሻ – число положительных заявок в момент времени ݐ. Ставится 
задача исследования числа положительных (незараженных) заявок в системе. 

Введем случайный процесс 

݇ሺݐሻ ൌ ൜
0, есливсистеменетотрицательнойзаявки
1, есливсистемеестьотрицательнаязаявка 

Тогда случайный процесс{i(t), k(t)} является двумерной цепью Маркова. Для его 
распределения вероятностей 

ܲሼ݅ሺݐሻ ൌ ݅, ݇ሺݐሻ ൌ ݇ሽ ൌ ܲሺ݅, ݇ ,ሻݐ ൌ 0,1 
составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова в стационарном режиме: 

(1) 

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ
െΠ0ሺ0ሻߣΠ1ሺ0ሻ2ߤ Π0ሺ1ሻ1ߤ ൌ 0
. . .
െΠ0ሺ݅ሻሺߣ  1ߤ݅  ሻΠ0ሺ݅ߙ െ 1ሻߣΠ0ሺ݅  1ሻሺ݅  1ሻ1ߤ ൌ 0
െΠ1ሺ0ሻሺߣ 2ሻߤ Π0ሺ1ሻߙΠ1ሺ1ሻ1ߤ Π1ሺ2ሻ2ߤ ൌ 0
. . .
െΠ1ሺ݅ሻሺߣ  1ߤ݅  2ሻߤ Π0ሺ݅  1ሻߙΠ1ሺ݅  1ሻሺ݅  1ሻ1ߤ 
Π1ሺ݅ െ 1ሻߣΠ1ሺ݅  1ሻ2ߤ ൌ 0.

 

Здесь Π0ሺ݅ሻ, Π1ሺ݅ሻ, ݅ ൌ 0,∞ – стационарные вероятности случайного процесса{i(t), k(t)}. 
 

3. Производящие функции 
 

Введём частичные производящие функции 

,ሺ0ܩ ሻݔ ൌݔΠሺ݅ሻ

ஶ

ୀ

 

,ሺ1ܩ ሻݔ ൌݔΠଵሺ݅ሻ.

ஶ

ୀ

 

Методом производящих функций преобразуем систему (1): 

(2) 

ە
ۖ
۔

ۖ
Π0ሺ0ሻߙۓ ሺߣሺݔെ 1ሻെ ,ሺ0ܩሻߙ ሻݔ  1ሺ1െߤ ሻݔ ሻݔ,ሺ0ܩ߲

ݔ߲
 2Π1ሺ0ሻߤ ൌ 0

െܩߣሺ1,ݔሻ െ ݔ1ߤ
ሻݔ,ሺ1ܩ߲
ݔ߲

െ ,ሺ1ܩ2ߤ ሻݔ  ,ሺ1ܩݔߣ ሻݔ  1ߤ
ሻݔ,ሺ1ܩ߲
ݔ߲



2ߤ
ݔ
ሺܩሺ1, ሻݔ െΠ1ሺ0ሻሻ 

ߙ
ݔ
ሺܩሺ0, ሻݔ െΠ0ሺ0ሻሻ ൌ 0.

 

Введём следующие замены: 
Πሺ0ሻߙ  ଶΠଵሺ0ሻߤ ൌ  ଵΠߤ
,ሺ݇ܩ ሻݔ ൌ Π ⋅ ݃ሺ݇,  .ሻݔ

Тогда система (2) примет следующий вид: 

(3) ൞

߲݃ሺ0,ݔሻ
ݔ߲

ൌ ݃ሺ0, ሻݔ ⋅ ൬ ߣ
1ߤ
െ ߙ

െ1ሻݔ1ሺߤ
൰  1

െ1ݔ
߲݃ሺ1,ݔሻ
ݔ߲

ൌ 1
ሻݔ1ሺ1െߤ

ቂ݃ሺ1, ሻݔ ⋅ ቀߣሺ1െ ሻݔ 2ߤ െ
2ߤ
ݔ
ቁ െ ݃ሺ0, ሻݔ ⋅ ߙ

ݔ
 1ߤ

ݔ
ቃ
. 

Найдём ݃ሺ0,  :ሻ из первого уравнения системы (3)ݔ

(4) ݃ሺ0, ሻݔ ൌ െ ݁
ି ഊ
ഋభ
௬௫

 ⋅ ሺ1 െ ሻݕ
ഀ
ഋభ
ିଵ
ݕ݀  ൨ܥ ⋅ ݁

ഊ
ഋభ
௫
ሺ1 െ ሻݔ

ି ഀ
ഋభ. 

Найдём ݃ሺ1,  :ሻ из первого уравнения системы (3)ݔ

(5) ݃ሺ1, ሻݔ ൌ െ ݁
ି ഊ
ഋభ
௬ଵ

௫ ܾሺݕሻ݀ݕ  ൨ܥ ⋅ ݁
ഊ
ഋభ
௫
⋅ ݔ

ିഋమ
ഋభ, 

где 

ܾሺݔሻ ൌ ݃ሺ0, ሻݔ ⋅
ߙ

ݔሺݔଵߤ െ 1ሻ
െ

1
ݔሺݔ െ 1ሻ

. 
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В уравнении (4) устремим ݔ → 1. Тогда: 

ܥ  ൌ  ݁
ି ഊ
ഋభ
௬ଵ

 ⋅ ሺ1 െ ሻݕ
ഀ
ഋభ
ିଵ
 .ݕ݀

Тогда полное решение ݃ሺ0,  :ሻ будет иметь видݔ

(6) ݃ሺ0, ሻݔ ൌ  ݁
ି ഊ
ഋభ
௬ଵ

௫ ⋅ ሺ1 െ ሻݕ
ഀ
ഋభ
ିଵ
൨ݕ݀ ⋅ ݁

ഊ
ഋభ
௫
⋅ ሺ1 െ ሻݔ

ି ഀ
ഋభ. 

В уравнении (5) устремим ݔ → 0. Тогда: 

ܥ ൌ න݁
ఒ
ఓభ
ሺଵି௬ሻ

ݕ
ఓమ
ఓభ

ଵ

௫

ܾሺݕሻ݀ݕ. 

Тогда полное решение ݃ሺ1,  :ሻ будет иметь видݔ

(7) ݃ሺ1, ሻݔ ൌ  ݁
ഊ
ഋభ
ሺଵି௬ሻ

⋅ ݕ
ഋమ
ഋభ

௫
 ܾሺݕሻ݀ݕ൨ ⋅ ݁

ି ഊ
ഋభ
ሺଵି௫ሻ

⋅ ݔ
ିഋమ
ഋభ. 

Находим значение Π из условия нормировки: 

(8) Π ൌ ሾ݃ሺ0,1ሻ  ݃ሺ1,1ሻሿିଵ ൌ  ݁
ഊ
ഋభ
ሺଵି௬ሻଵ

 ݕ
ഋమ
ഋభܾሺݕሻ݀ݕ൨

ିଵ

, 

где  

ܾሺݔሻ ൌ ݃ሺ0, ሻݔ ⋅
ߙ

ݔሺݔଵߤ െ 1ሻ
െ

1
ݔሺݔ െ 1ሻ

. 

Окончательный вид производящей функции: 

ሻݔሺܩ (9) ൌ  ݁
ഊ
ഋభ
ሺଵି௬ሻଵ

 ݕ
ഋమ
ഋభܾሺݕሻ݀ݕ൨

ିଵ

⋅ ሾ݃ሺ0, ሻݔ  ݃ሺ1,  ,ሻሿݔ

где: 

݃ሺ0, ሻݔ ൌ න݁
ି ఒ
ఓభ
௬

ଵ

௫

⋅ ሺ1 െ ሻݕ
ఈ
ఓభ
ିଵ
ݕ݀ ⋅ ݁

ఒ
ఓభ
௫
ሺ1 െ ሻݔ

ି ఈ
ఓభ, 

݃ሺ1, ሻݔ ൌ න݁
ఒ
ఓభ
ሺଵି௬ሻ

ݕ
ఓమ
ఓభ

௫



ܾሺݕሻ݀ݕ൩ ⋅ ݁
ି ఒ
ఓభ
ሺଵି௫ሻ

⋅ ݔ
ିఓమఓభ, 

ܾሺݔሻ ൌ ݃ሺ0, ሻݔ ⋅
ߙ

ݔሺݔଵߤ െ 1ሻ
െ

1
ݔሺݔ െ 1ሻ

. 

 

4. Характеристические функции 
 

В уравнении (6) и (7) выполним замену ݔ ൌ ݁௨, где ݆ – мнимая единица. 

݃ሺ0, ݁௨ሻ ൌ  න݁
ି ఒ
ఓభ
ೕೢ

ଵ

ೕೠ

⋅ ሺ1 െ ݁௪ሻ
ఈ
ఓభ
ିଵ
ݓ݀ ⋅ ݁

ఒ
ఓభ
ೕೠ
ሺ1 െ ݁௨ሻ

ି ఈ
ఓభ. 

Тогда можно записать выражения для частичных характеристических функций: 

(10) ݄ሺ0, ሻݑ ൌ  ݁
ି ഊ
ഋభ
ೕೢ

௨ ⋅ ሺ1 െ ݁௪ሻ
ഀ
ഋభ
ିଵ
⋅ ݆ ⋅ ݁௪݀ݓ൨ ⋅ ݁

ഊ
ഋభ
ೕೠ
ሺ1 െ ݁௨ሻ

ି ഀ
ഋభ, 

(11) ݄ሺ1, ሻݑ ൌ  ݁
ഊ
ഋభ
ሺଵିೕೢሻ

⋅ ݁
ഋమ
ഋభ
⋅௪

⋅ ݆ ⋅
௨
 ܾሺݓሻ݀ݓ൨ ⋅ ݁

ି ഊ
ഋభ
ሺଵିೕೠሻ

⋅ ݁
ିഋమ
ഋభ
⋅௨
, 

где 

ܾሺݑሻ ൌ ݄ሺ0, ሻݑ ⋅
ߙ

ଵሺ݁௨ߤ െ 1ሻ
െ

1
݁௨ െ 1

. 

Учитывая (8), (10) и (11), можно записать окончательный вид характеристической 
функции: 
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ሻݑሺܪ (12) ൌ  ݁
ഊ
ഋభ
ሺଵି௬ሻଵ

 ݕ
ഋమ
ഋభܾሺݕሻ݀ݕ൨

ିଵ

⋅ ሾ݄ሺ0, ሻݑ  ݄ሺ1,  ,ሻሿݑ

где: 

݄ሺ0, ሻݑ ൌ න݁
ି ఒ
ఓభ
ೕೢ



௨

⋅ ሺ1 െ ݁௪ሻ
ఈ
ఓభ
ିଵ
⋅ ݆ ⋅ ݁௪݀ݓ ⋅ ݁

ఒ
ఓభ
ೕೠ
ሺ1 െ ݁௨ሻ

ି ఈ
ఓభ, 

݄ሺ1, ሻݑ ൌ න ݁
ఒ
ఓభ
ሺଵିೕೢሻ

⋅ ݁
ఓమ
ఓభ
⋅௪

⋅ ݆ ⋅

௨



ܾሺݓሻ݀ݓ൩ ⋅ ݁
ି ఒ
ఓభ
ሺଵିೕೠሻ

⋅ ݁
ିఓమఓభ

⋅௨
, 

ܾሺݑሻ ൌ ݄ሺ0, ሻݑ ⋅
ߙ

ଵሺ݁௨ߤ െ 1ሻ
െ

1
݁௨ െ 1

. 

Используя обратное преобразование Фурье, можно получить распределение 
вероятностей числа положительных (незаражённых) заявок в системе: 

(13) ܲሺ݅ሻ ൌ ଵ

ଶగ
⋅  ݁ି௨ ⋅ ݑሻ݀ݑሺܪ

గ
ିగ . 

 

4. Заключение 
 

В работе проведено исследование числа положительных заявок в системе. 
Проведены численные расчеты, позволяющие найти числовые характеристики 
исследуемых процессов. В дальнейшем планируется усложнение модели, предполагая, 
что зараженные заявки становятся «вирусными» и также уничтожают положительные 
требования. 
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