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Аннотация: Предлагается метод диагностирования линейных динамических систем, 
описываемых моделями с непрерывным временем при наличии внешних возмущающих 
воздействий, на основе интервальных наблюдателей. На основе канонической формы 
описания приводятся соотношения, позволяющие построить интервальный 
наблюдатель, формирующий два значения невязки так, что если число нуль находится 
между этими значениями, то дефекты, на обнаружение которых рассчитан наблюдатель, 
в системе отсутствуют. Случай, когда нуль не попадает между этими значениями, 
квалифицируется как появление дефекта. 

 

1. Введение 
 

Задача построения интервальных наблюдателей активно исследуется последние 
годы, обстоятельные обзоры полученных за это время результатов содержатся в [1, 2]. 
В [3, 4] интервальные наблюдатели используются для решения задачи 
функционального диагностирования. Характерной особенностью этих работ является 
то, что в них, как правило, интервальный наблюдатель имеет размерность, 
совпадающую с размерностью исходной системы. Известно, что для уменьшения 
вероятностей ложных тревог и пропусков дефектов при диагностировании 
используется адаптивный порог, устанавливающий пределы, в которых должна 
находиться невязка при отсутствии дефектов. В отличие от этого, интервальный 
наблюдатель в [3, 4] генерирует два значения невязки, которые формируются так, что 
при отсутствии дефектов значения одной из них являются неположительными, второй 
– неотрицательными, т.е. если число нуль находится между этими значениями, то 
дефекты, на обнаружение которых рассчитан наблюдатель, в системе отсутствуют. 
Случай, когда нуль не попадает между этими значениями, квалифицируется как 
появление дефекта.  

В настоящей работе решается задача функционального диагностирования 
динамических систем, описываемых линейными моделями с непрерывным временем, 
на основе интервальных наблюдателей минимальной размерности, что дополнительно 
уменьшает вероятности ложных тревог и пропусков дефектов. 
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2. Основные модели 
 

Рассмотрим систему, описанную линейной моделью 
ሶݔ (1) ሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔܨ ൅ ሻݐሺݑܩ ൅ ሻݐሺߩܮ ൅݀ܦሺݐሻ, ሻݐሺݕ ൌ  ,ሻݐሺݔܪ
где ݔሺݐሻ ∈ ܴ௡, ݑሺݐሻ ∈ ܴ௠ и ݕሺݐሻ ∈ ܴ௟ – векторы состояния, управления и выхода; ܨ,  ,ܩ
ሻݐሺߩ ;постоянные матрицы соответствующих размеров – ܦ и ܥ ,ܮ ,ܪ ∈ ܴ௤ – неизвестная 
ограниченная функция времени, описывающая действующие на систему возмущения, 
ߩ ൑ ሻݐሺߩ ൑ ݐ ഥ при всехߩ ൒ 0. Слагаемое ݀ܦሺݐሻ описывает дефекты, возможные в 

системе; так как нередко их появление является следствием недопустимых изменений 
параметров системы, будем полагать, что вариации функции ݀ሺݐሻ ∈ ܴ௦ в пределах 
݀ ൑ ݀ሺݐሻ ൑ ഥ݀ при всех ݐ ൒ 0 для известных ݀ и ഥ݀ являются допустимыми и не 
рассматриваются как дефект; выход за пределы интервала ሾ݀, ݀̅ሿ квалифицируется как 
появление дефекта, который должен быть обнаружен. Как и в [1], для векторов ݔሺ1ሻ,  ሺ2ሻݔ
отношение ݔሺ1ሻ ൑  .ሺ2ሻ понимается поэлементноݔ

Требуется построить интервальный наблюдатель, не чувствительный к 
возмущениям, формирующий невязки, обладающие указанным выше свойством.  

В основе решения задачи лежит модель системы (1) минимальной размерности, 
которая в общем случае описывается уравнением 
ሶݔ (2) ∗ሺݐሻ ൌ ሻݐሺ∗ݔ∗ܨ ൅ ሻݐሺݕ∗ܬ ൅ ሻݐሺݑ∗ܩ ൅ܦ∗݀ሺݐሻ ൅ ,ሻݐሺߩ∗ܮ ሻݐሺ∗ݕ ൌ  ,ሻݐሺ∗ݔ∗ܪ
ሻݐሺ∗ݔ ∈ ܴ

݇, ݇ ൏ ݊ – размерность модели, ܮ ,∗ܦ ,∗ܪ ,∗ܩ ,∗ܬ∗ – матрицы, подлежащие 
определению, матрица ܨ∗ задается в диагональной жордановой форме 

∗ܨ   ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ

1ߣ 0 ⋯ 0
0 2ߣ ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ ی݇ߣ

ۋۋ
ۊ
 

с отрицательными собственными числами 1ߣ, ,2ߣ . . . ,  С точки зрения решаемой .݇ߣ
задачи такая форма является идеальной, поскольку матрица ܨ∗ устойчива и метцлерова 
[1], что необходимо для построения интервального наблюдателя. 

Предполагается, что существуют матрицы Φ и ܴ∗ такие, что  
ሻݐሺ∗ݔ ൌ Φݔሺݐሻ, ݕ∗ሺݐሻ ൌ  ሻݐሺݕ∗ܴ

для всех ݐ ൒ 0. Известно [5], что матрицы, описывающие модель, удовлетворяют 
уравнениям  
ܪ∗ܴ (3) ൌ ܨΦ, Φ∗ܪ ൌ Φ∗ܨ ൅ ∗ܩ ,ܪ∗ܬ ൌ Φܮ ,ܩ∗ ൌ Φܦ ,ܮ∗ ൌ Φܦ. 

Второе уравнение в (3) может быть представлено в виде ݇ независимых уравнений: 
(4) Φ݅ܨൌ Φ݅൅݅ߣ ݅ ,ܪ݅∗ܬ ൌ 1, ݇. 

Матрицы ܪ∗ и ܴ∗ определяются из уравнения ܴ∗ܪൌܪ∗Φ, записанного в виде 

(5) ሺܴ∗ െܪ∗ሻ ቀ
ܪ
Φ
ቁ ൌ 0, 

которое имеет решение, если 

(6) rank ቀΦ
ܪ
ቁ ൏ rankሺΦሻ ൅ rankሺܪሻ. 

Дополнительное требование Φܮ ൌ 0 – нечувствительность к возмущениям – 
учитывается следующим образом [5]. Введем матрицу 0ܮ максимального ранга такую, 
что ܮ0ܮൌ 0, тогда Φ ൌ  ଴ для некоторой матрицы ܰ. В результате уравнение (4)ܮܰ
может быть записано в виде  

(7) ሺ ௜ܰ െ ௜ሻ∗ܬ ቀ
ܨ଴ሺܮ െ ௡ሻܫ௜ߣ
ܪ

ቁ ൌ 0, ݅ ൌ 1, ݇, 

где Φ݅, ܬ∗݅ и ܰ݅ – ݅ െе строки матриц Φ, ܬ∗ и ܰ, ݊ܫ – единичная матрица. 
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Для построения модели минимальной размерности выбирается минимальное число 
конкретных значений ݅ߣ ൏ 0 таких, что определяемые из уравнения (7) строки Φ݅ ൌ
 матрицы Φ должны удовлетворять условию (6); далее из алгебраического 0ܮ݅ܰ
уравнения (5) определяются матрицы ܪ∗ и ܴ∗, из (3) – матрица ܩ∗.  
 

3. Основной результат 
 

С учетом найденных матриц по аналогии с [1] интервальный наблюдатель 
описывается уравнениями 

(8) 

),()()(   ),()()(

),()(

),()(

,)()()()(

,)()()()(

****

***

***

*******

*******

tytyRtrtytyRtr

txHty

txHty

dDdDtuGtyJtxFtx

dDdDtuGtyJtxFtx
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где ܣ൅ ൌ maxሼ0,ܣሽ, ܣെ ൌ ൅ܣ െܣ для произвольной матрицы ܣ; нетрудно видеть, что 
൅ܣ ൒ 0 и ܣെ ൒ 0.  

Теорема. Если ݔ∗ሺ0ሻ ൑ ሺ0ሻ∗ݔ ൑ ∗ܪ ഥ∗ሺ0ሻ иݔ ൒ 0, то в случае отсутствия дефектов 
при всех ݐ ൒ 0 выполняется включение 0 ∈ ሾݎሺݐሻ, ሻሿ; случай, когда 0ݐሺݎ̅ ∉ ሾݎሺݐሻ,  ሻሿ приݐሺݎ̅
некотором ݐ ൐ 0, квалифицируется как появление дефекта. 

Доказательство теоремы. Введем ошибки оценивания ݁∗ሺݐሻ ൌ  ሻ иݐሺ∗ݔሻെݐሺ∗ݔ
ഥ݁∗ሺݐሻ ൌ ሺ0ሻ൑∗ݔ ሻ; из условияݐሺ∗ݔሻെݐഥ∗ሺݔ ሺ0ሻ൑∗ݔ ഥ∗ሺ0ሻ следует ݁∗ሺ0ሻݔ ൒ 0 и ഥ݁∗ሺ0ሻ ൒ 0. С 
учетом (2) и (8) можно получить дифференциальные уравнения 
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),()()(

))()()((

)()()()()(

******

*****

******

******

dDdDtdDteFte

dDdDtdDteF

dDdDtuGtyJtxF

tdDtuGtyJtxFte



















 

Поскольку ܦ∗ ൌ ∗ܦ
൅ െܦ∗

െ, то 
ሻݐሺ݀∗ܦ െ ሺܦ∗

൅݀െܦ∗
െഥ݀ሻ ൌ

ൌ ∗ܦ
൅݀ሺݐሻ െܦ∗

െ݀ሺݐሻ െܦ∗
൅݀൅ܦ∗

െഥ݀ ൌ
ൌ ∗ܦ

൅ሺ݀ሺݐሻ െ ݀ሻ൅ܦ∗
െሺഥ݀ െ ݀ሺݐሻሻ.

 

Так как при отсутствии дефектов ݀ ൑ ݀ሺݐሻ ൑ ഥ݀ при всех ݐ ൒ 0 и ܦ∗
൅ ൒ ∗ܦ,0

െ ൒ 0, то 
ሻݐሺ݀∗ܦ െ ሺܦ∗

൅݀െܦ∗
െഥ݀ሻ ൒ 0  

при всех ݐ ൒ 0. Поскольку матрица ܨ∗ метцлерова, то такая система называется 
монотонной, или неотрицательной [1]. Ее решения при ݁∗ሺ0ሻ ൒ 0, ഥ݁∗ሺ0ሻ ൒ 0 будут 
поэлементно неотрицательными, т.е. ݁∗ሺݐሻ ൒ 0, ഥ݁∗ሺݐሻ ൒ 0 для всех ݐ ൒ 0 [1]. Далее из (8) 
с учетом (3) и ܪ∗ ൒ 0 имеем 

ሻݐሺݎ ൌ ሻݐሺݕ∗ܴ െ ሻݐഥ∗ሺݕ ൌ ሻݐሺݔܪ∗ܴ െݔ∗ܪഥ∗ሺݐሻ ൌ
ൌ ሻݐሺݔܪ∗ܴ െܪ∗ሺഥ݁∗ሺݐሻ ൅ ሻሻݐሺ∗ݔ ൌ
ൌ ሻݐሺ∗ݔ∗ܪ െܪ∗ሺഥ݁∗ሺݐሻ ൅ ሻሻݐሺ∗ݔ ൌ െܪ∗ഥ݁∗ሺݐሻ ൑ 0

 

при всех ݐ ൒ 0. Аналогично можно показать, что ݎഥሺݐሻ ൌ ሻݐሺݕ∗ܴ െ ݕ
∗
ሺݐሻ ൒ 0. Два 

последних равенства эквивалентны доказываемому утверждению, которое можно 
записать в виде  

 ݀ሺݐሻ ∈ ሾ݀, ݀̅ሿ ⇒ 0 ∈ ሾݎሺݐሻ,  ሻሿݐሺݎ̅
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при всех ݐ ൒ 0. Тогда если 0 ∉ ሾݎሺݐሻ, ݐ ሻሿ при некоторомݐሺݎ̅ ൐ 0, то, применяя операцию 
отрицания к этому выражению, получаем 

0 ∉ ሾݎሺݐሻ, ሻሿݐሺݎ̅ ⇒ ݀ሺݐሻ ∉ ሾ݀, ݀̅ሿ, 
что соответствует появлению дефекта. Теорема доказана.  

Если ܪ∗ ൑ 0, нужно определить ݎሺݐሻ ൌ ሻݐሺݕ∗ܴ െ ݕ
∗
ሺݐሻ и ݎഥሺݐሻ ൌ ሻݐሺݕ∗ܴ െ  .ሻݐഥ∗ሺݕ

Таким образом, построенный наблюдатель формирует интервал ሾݎሺݐሻ,  ሻሿ, и еслиݐሺݎ̅
нуль попадает в него, принимается решение об отсутствии дефектов, в противном 
случае делается заключение об их появлении.  
 

4. Заключение 
 

В работе рассмотрена задача функционального диагностирования линейных 
динамических систем при наличии внешних возмущений на основе интервальных 
наблюдателей. Получены соотношения, позволяющие построить интервальный 
наблюдатель, не чувствительный к возмущениям. Такой наблюдатель формирует два 
значения невязки так, что попадание числа нуль между ними квалифицируется как 
отсутствие дефектов, на обнаружение которых рассчитан наблюдатель. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № (23-29-
00191), https://rscf.ru/project/(23-29-00191). 
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