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Аннотация: Рассматривается модель «спрос–предложение», в которой
отображение спроса и отображение предложения представляют собой отображения,
действующие из метрического пространства цен в метрическое пространство
товаров. Каждое из этих отображений восстанавливается по соответствующим
эластичностям по ценам на товары, которые присутствуют на рынке. С помощью
результатов теории накрывающих отображений, а именно используя теоремы
о существовании точек совпадения накрывающего и липшицего отображений,
действующих в метрических пространствах, получены достаточные условия
существования равновесия в исследуемой модели рынка.

1. Введение

Условия существования экономического равновесия играют важную роль в
исследовании моделей рынка. Положение равновесия подразумевает под собой
такое состояние экономической системы, когда ни один из участников рынка не
заинтересован в изменении данного положения.

Под предложением будем понимать общий объем произведенной продукции,
который регулируется производителем. Под спросом будем понимать общий объем
необходимого потребителям товара. Состояние, когда суммарное производство
совпадает с суммарным потреблением называется равновесием, а цена, при которой
достигается данное состояние экономической системы, называется равновесной.

Доказательство существования состояний равновесия, а также исследование
их свойств является важной экономико-математической задачей. Развитие теории
накрывающих отображений и существования точек совпадения в метрических
пространствах, в частности результаты [1] и [2], позволяют исследовать нелинейные
математические модели рынка.

Целью данной работы является получение достаточных условий существования
равновесия в модели «спрос–предложение», в которой отображения спроса и
предложения восстанавливаются по известным коэффициентам эластичностей.
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2. Постановка задачи

Пусть дано 𝑛 ∈ N товаров, причем 𝑖-ый товар имеет цену 𝑝𝑖 > 0, 𝑝𝑖 ∈ [𝑐1𝑖, 𝑐2𝑖], 0 <
𝑐1𝑖 < 𝑐2𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Рассмотрим множество 𝑃 = [𝑐11, 𝑐21] × [𝑐12, 𝑐22] × . . . × [𝑐1𝑛, 𝑐2𝑛],
задающее естественные ограничения на векторы цен. Обозначим 𝑚 ∈ N – число
товаров, для которых ищется положение равновесия.

Пусть также дана матрица 𝐸 = (𝐸𝑖𝑗)𝑚×𝑛(𝑒 = (𝑒𝑖𝑗)𝑚×𝑛), 𝐸𝑖𝑗 ∈ R(𝑒𝑖𝑗 ∈ R), 𝑖 =
1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑚,𝑚 ∈ N,𝑚 ⩽ 𝑛, где 𝐸𝑖𝑗(𝑒𝑖𝑗) – эластичность спроса (предложения) на
товар с номером 𝑖 по цене на товар с номером 𝑗.

Предположим, что известны значения спроса 𝐷* ∈ R𝑚
+ при векторе цен 𝑝* ∈ 𝑃 ,

а также значения предложения 𝑆* ∈ R𝑚
+ при векторе цен 𝑞* ∈ 𝑃 .

Введем отображение спроса:

𝐷 : 𝑃 → R𝑚
+ , 𝑃 ⊂ R𝑛

+.

Теперь введем отображение предложения:

𝑆 : 𝑃 → R𝑚
+ , 𝑃 ⊂ R𝑛

+.

Определение 1. [6] Коэффициент перекрестной эластичности

𝐸𝑖𝑗(𝑒𝑖𝑗) непрерывно дифференцируемого отображения 𝐷(𝑆) по цене 𝑝 показывает
относительное изменение значения 𝑖-ой координаты отображения при изменении
цены 𝑗-ого товара и вычисляется по формуле:

𝐸𝑖𝑗 =
𝜕𝐷𝑖

𝜕𝑝𝑗
× 𝑝𝑗

𝐷𝑖

(︂
𝑒𝑖𝑗 =

𝜕𝑆𝑖

𝜕𝑝𝑗
× 𝑝𝑗

𝑆𝑖

)︂
, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑚.

3. Основной результат

Рассмотрим два метрических пространства (𝑋, 𝜌𝑋) и (𝑌, 𝜌𝑌 ).

Определение 2. [3] Пусть 𝛽 ⩾ 0. Отображение 𝐷 : 𝑋 → Y, будем называть
𝛽-липшицевым, если оно удовлетворяет условию Липшица с константой
Липшица 𝛽, то есть:

𝜌𝑌 (𝐷(𝑝), 𝐷(𝑞)) ⩽ 𝛽 · 𝜌𝑋(𝑝, 𝑞), ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋.

Обозначим 𝐵𝑋(𝐴, 𝜀) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜌𝑋(𝑥,𝐴) ⩽ 𝜀} – замкнутая 𝜀-окрестность
множества 𝐴 в метрическом пространстве (𝑋, 𝜌𝑋).

Определение 3. [3] Пусть 𝛼 ⩾ 0. Отображение Φ : 𝑋 → 𝑌 будем называть
𝛼-накрывающим, если

Φ(𝐵𝑋(𝑥0, 𝑟)) ⊇ 𝐵𝑌 (Φ(𝑥0), 𝛼𝑟), ∀𝑟 ⩾ 0,∀𝑥0 ∈ 𝑋.

Определение 4. Моделью рынка 𝜎 называется набор параметров
{𝐸, 𝑒,𝐷*, 𝑆*, 𝑝*, 𝑞*, 𝑐1, 𝑐2}, где:

� 𝐸 – матрица эластичности спроса,

� 𝑒 – матрица эластичности предложения,
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� 𝐷(𝑝*) = 𝐷* – известное значение спроса при фиксированном векторе цен 𝑝*,

� 𝑆(𝑞*) = 𝑆* – известное значение предложения при фиксированном векторе
цен 𝑞*,

� 𝑐1 – вектор нижних значений цен,

� 𝑐2 – вектор верхних значений цен.

Функции спроса и предложения можно однозначно восстановить по известным
данным:

𝐷𝑖(𝑝1, ..., 𝑝𝑛) = 𝐷*
𝑖

𝑛∏︁
𝑗=1

(︂
𝑝𝑗
𝑝*𝑗

)︂𝐸𝑖𝑗

, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛.

𝑆𝑖(𝑝1, ..., 𝑝𝑛) = 𝑆*
𝑖

𝑛∏︁
𝑗=1

(︂
𝑝𝑗
𝑞*𝑗

)︂𝑒𝑖𝑗

, 𝑖 = 1,𝑚.

Рассмотрим следующие метрики в заданных множествах:

𝜌R𝑚(𝐷(𝑝), 𝐷(𝑞)) = max
𝑖=1,𝑚

|𝐷𝑖(𝑝)−𝐷𝑖(𝑞)|,

𝜌𝑃 (𝑝, 𝑞) = max
𝑗=1,𝑛

|𝑝𝑗 − 𝑞𝑗|.

Тогда отображение спроса является 𝛽-Липшицевым с константой:

𝛽(𝜎) =

max
𝑖=1,𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼𝑖

𝑛∏︀
𝑗=1

𝑐
|𝐸𝑖𝑗 |
2𝑗 −

𝑛∏︀
𝑗=1

𝑐
|𝐸𝑖𝑗 |
1𝑗

𝑘1𝑖∏︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗𝑐2𝑗)|𝐸𝑖𝑗 |

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

max
𝑘=1,𝑛

|𝑐2𝑘 − 𝑐1𝑘|
.

А отображение предложения является 𝛼-накрывающим с константой:

𝛼(𝜎) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝max
𝑖=1,𝑛,
𝑘=1,𝑛

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⃒⃒⃒⃒
𝜉𝑖𝑘
𝛾𝑘

⃒⃒⃒⃒
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
max {𝑐1−𝑒𝑘𝑖

1𝑖 , 𝑐1−𝑒𝑘𝑖
2𝑖 }

𝑡1∏︀
𝑗=1,
𝑗 ̸=𝑖

𝑐
𝑒𝑘𝑗
1𝑗

𝑛∏︀
𝑗=𝑡1+1,

𝑗 ̸=𝑖

𝑐
𝑒𝑘𝑗
2𝑗

− min {𝑐1−𝑒𝑘𝑖
1𝑖 , 𝑐1−𝑒𝑘𝑖

2𝑖 }
𝑡1∏︀

𝑗=1,
𝑗 ̸=𝑖

𝑐
𝑒𝑘𝑗
2𝑗

𝑛∏︀
𝑗=𝑡1+1,

𝑗 ̸=𝑖

𝑐
𝑒𝑘𝑗
1𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−1

·

·max
𝑘=1,𝑛

|𝑐2𝑘 − 𝑐1𝑘|.

Введем вспомогательную величину:

𝛾(𝜎) = max
𝑖=1,𝑛

|𝑆𝑖 (̃︀𝑐)−𝐷𝑖 (̃︀𝑐) |,̃︀𝑐 = 𝑐1 + 𝑐2
2

.

Определение 5. Вектор 𝑝 ∈ 𝑃 называется вектором равновесных цен в
модели 𝜎, если 𝑆(𝑝) = 𝐷(𝑝).
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Теорема 1. Пусть для модели 𝜎 справедливы следующие неравенства:

� 𝛼(𝜎) > 𝛽(𝜎),

� 𝛾(𝜎) < 𝛼(𝜎)− 𝛽(𝜎).

Тогда в исследуемой модели существует вектор равновесных цен 𝑝0 ∈ 𝑃 =
[𝑐11, 𝑐21]× [𝑐12, 𝑐22]× . . .× [𝑐1𝑛, 𝑐2𝑛].

Прежде чем приступить к доказательству данной теоремы, сформулируем
вспомогательную теорему.

Теорема 2. [3] Пусть даны 𝛼 и 𝛽, причем 𝛼 > 𝛽 ⩾ 0. Пусть пространство
𝑋 полно, отображение Ψ является 𝛼-накрывающим и замкнуто (т.е. его график
замкнут), а отображение Φ является 𝛽-липшицевым. Тогда для произвольного 𝑥 ∈
𝑋 существует такое 𝜉 = 𝜉(𝑥) ∈ 𝑋, что

Ψ(𝜉) = Φ(𝜉), 𝜌𝑋(𝜉, 𝑥) ⩽
𝜌𝑌 (Ψ(𝑥),Φ(𝑥))

𝛼− 𝛽
.

Доказательство теоремы 1.

В силу того, что 𝜌R𝑚 (𝐷 (̃︀𝑐) , 𝑆 (̃︀𝑐)) = 𝛾(𝜎) ⩽ 𝛼(𝜎) − 𝛽(𝜎), то по теореме 2
существует такой вектор 𝑝 ∈ 𝑃 : 𝐷(𝑝) = 𝑆(𝑝) и

𝜌𝑃 (𝑝,̃︀𝑐) ⩽ 𝜌𝑌 (𝐷(̃︀𝑐), 𝑆(̃︀𝑐))
𝛼(𝜎)− 𝛽(𝜎)

.

Теорема 1 доказана.

4. Заключение

Были получены достаточные условия существования вектора равновесных цен.
Полученный результат является уточнением результатов, полученных в [7] и [8]. Для
этого были использованы теоремы о точках совпадения накрывающего и липшицего
отображений. Данные результаты могут быть использованы при исследовании
мощностей множеств векторов равновесных цен и их численного нахождения.
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