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Аннотация: В работе вводится понятие маркированного марковского процесса
(ММП), которое используется для исследования основных характеристик
надёжности системы 𝑘-из-𝑛 с частичным восстановлением и произвольными
распределениями времени безотказной работы (в.б.р.) и восстановления её
компонентов.

1. Введение

В теории маркированных точечных процессов (МТП) метки содержат основную
информацию о модели и используются для вычисления её выходных показателей. В
работе [1] для описания сложных коррелированных потоков информации понятие
метки используются для указания типов поступающей информации. В настоящей
работе предлагается более общее понятие маркированного марковского процесса
(ММП), в котором аналогично МТП метки содержат основную информацию о
модели и используются для вычисления её выходных характеристик. Целью работы
является демонстрация возможностей методов ММП на примере исследования
модели 𝑘-из-𝑛 с произвольными законами распределения в.б.р. и ремонта её
компонентов. В частных случаях эта модель исследовалась разными методами в
ряде раюбот (см. [2] – [6]), которые, однако, не позволяли иследовть более общие
модели. Такая возможность представилась при использовании методов ММП.

В следующем разделе предложено общее описание ММП, затем в
разделе 3. представлено описание частично восстанавливаемой системы 𝑘-из-
𝑛 с произвольными распределениями в.б.р. и восстановления её компонентов. В
разделе 4. приводится построение математической модели системы в терминах ММП.
В разделе 5. предствлены формулы для вычисления основных характеистик модели,
которые реализуются затем с помощью метода имитационного моделирования.
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2. ММП

Под ММП понимается процесс с дискретным параметром 𝑡 = 0.1, . . .

𝑍(𝑡) = {(𝐽(𝑡),X(𝑡)), 𝑡 = 0.1, . . . },

первая компонента которого представляет собой марковскую цепь 𝐽(𝑡) с не более,
чем счётным пространством состояний 𝒥 , а вторая – набор случайных меток X(𝑡) =
{X𝑗(𝑡) : 𝑗 ∈ 𝒥 }, каждая из которых может представлять собой вектор, компоненты
которого принимают значения в измеримых простанствах меток (𝐸𝑗, ℰ𝑗). Такой
процесс задаётся:

� переходными вероятностями 𝑝𝑖𝑗(X𝑖) марковсой цепи 𝐽 , зависящими от
содержания метки X𝑖 в основном состоянии 𝑖 на шаге 𝑡;

� операторами преобразования меток Φ𝑖𝑗(X𝑖, 𝜉) при переходе из состояния 𝑖 в
состояне 𝑗, зависящими от содержания X𝑖 метки в состоянии 𝑖 и некоторой с.в.
𝜉 из последовательности н.о.р. с.в. 𝜉𝑡 (𝑡 = 1, 2, . . . ).

Естественно для полного описания такого процесса необходимо задать начальное
распределение основной марковской цепи 𝐽(𝑡), начальное распределение меток X и
распределение с.в. 𝜉𝑡.

Метод ММП позволяет выписывать преобразования меток и получать
уравнения для их вероятностно-временных характеристик. Однако вычислительные
аспекты решения этих уравнений достаточно сложны. С другой стороны ММП
предоставляет отличную возможность использования метода имитационного
моделирования, позволяя непосредственно реализовывать его без построения
специальных алгоритмов.

3. Описание системы. Постановка задачи

Рассмотрим систему 𝑘-из-𝑛 с частичным восстанавлением, произвольными
распределениями в.б.р. и ремонта её компонентов и несколькими ремонтирующими
устройствами, для которой будем использовать обозначение < 𝐺𝐼𝑘<𝑛|𝐺𝐼|𝑙 > (𝑙 < 𝑘).
Обозначим через

𝐴𝑖 : (𝑖 = 1, 2, . . . ) в.б.р. компонентов системы, которые предполагаются н.о.р. с.в.
и через 𝐴(𝑡) = P{𝐴𝑖 ⩽ 𝑡} их общую абсолютно непрерывную ф.р. с п.р. 𝑎(𝑡) = 𝐴′(𝑡)
и математическим ожиданием 𝑎 = E[𝐴𝑖].

𝐵𝑖 : (𝑖 = 1, 2, . . . ) длительности ремонтов компонентов системы, которые
предполагаются н.о.р. с.в. с общей для них абсолютно непрерывной ф.р. 𝐵(𝑡) =
P{𝐵𝑖 ⩽ 𝑡}, п.р. 𝑏(𝑡) = 𝐵′(𝑡) и математическим ожиданием 𝑏 = E[𝐵𝑖].

Для демонстрация возможностей методов ММП на примере этой модели
обозначим через 1

𝑋(1) ⩽ 𝑋(2) ⩽ · · · ⩽ 𝑋(𝑖) ⩽ · · · ⩽ 𝑋(𝑛)

1для сохранения единства обозначений для членов вариационного ряда вместо традиционных
нижних индексов в скобках мы используем аналогичные верхние индексы.
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вариационный ряд для выборки из 𝑛 н.о.р. с.в. 𝑋𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛). Определим операции
сдвига 𝑆ℎ[X𝑛] и дополнения 𝐴𝑑[X𝑛, 𝑋] вариационного ряда, которые для его членов
опеделяются соотношениями

(1) 𝑋
(𝑖)
𝑆ℎ[X𝑛] = 𝑋(𝑖+1) −𝑋(1), при 𝑖 = 1, 𝑛− 1

(2) 𝑋
(𝑖)
𝐴𝑑[X𝑛, 𝑋] =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋(𝑖) для 𝑋(𝑖) ⩽ 𝑋,

𝑋 для 𝑋(𝑖) < 𝑋 ⩽ 𝑋(𝑖+1),

𝑋(𝑖+2) для 𝑋 > 𝑋(𝑖+1).

Продемонтрируем применение методов ММП на модели системы < 𝐺𝐼𝑘<𝑛|𝐺𝐼|𝑙 > с
частичным восстановлением.

4. ММП для системы < 𝐺𝐼𝑘<𝑛|𝐺𝐼|𝑙 >
В качестве ММП для исследования системы < 𝐺𝐼𝑘<𝑛|𝐺𝐼|𝑙 > выберем

последовательность
𝑍(𝑡) = {(𝐽(𝑡),V(𝑡)), 𝑡 = 0.1, . . . }

по моментам 𝑆𝑡 (𝑡 = 0.1, . . . ) изменения состояний системы. Здесь 𝐽(𝑡) –
последовательность состояний системы с множеством состояний 𝒥 = (0, 1, 2, . . . 𝑘),
состояние 𝑗 означает число компонентов системы, находящихся в состоянии отказа.
В качестве меток V𝑗(𝑡) = (X𝑗(𝑡), Y𝑗(𝑡)) процесса в состоянии 𝑗 на шаге 𝑡 выберем

набор остаточных в.б.р. X𝑗(𝑡) = (𝑋
(1)
𝑗 (𝑡), . . . , 𝑋

(𝑛−𝑗)
𝑗 (𝑡)) компонентов системы и набор

их остаточных длительностей ремонта Y𝑗(𝑡) = (𝑌
(1)
𝑗 (𝑡), . . . , 𝑌

(𝑗∧𝑙)
𝑗 (𝑡)), расположенных

в порядке возрастания, где верхний индекс указывает порядковый номер метки, а
нижний — номер состояния системы, переменная в скобках – это номер шага.

Заметим, что так как на любом шаге 𝑡 величина Y0(𝑡) = 𝑌
(0)
0 (𝑡) в состоянии

𝑗(𝑡) = 0 не определена, её следует доопределить положив 𝑌
(0)
0 (𝑡) = ∞. Если в

качестве начального состояния системы на шаге 𝑡 = 0 выбрать состояние, при
котором все компоненты системы испрвны, 𝐽(0) = 0, то метки имеют вид 𝑋

(𝑖)
0 (0) =

𝐴(𝑖), (𝑖 = 1, 𝑛), 𝑌
(0)
0 (0) = ∞, где набор с.в. 𝐴(𝑖) представляет собой вариационный

ряд для выборки из 𝑛 н.о.р. с.в. 𝐴𝑖 ∈ 𝐴(·). В последующем процесс оказывается в
состоянии 𝑗 = 0 с некоторым набором меток, содержание и распределние которых
будет вычислено позже.

Переходы основной марковской цепи происходят в соседние состояния и их
вероятности вычисляются в зависимости от содержания меток по формулам

𝑝𝑗(𝑡) = P{𝐽(𝑡+ 1) = 𝑗 + 1 | 𝐽(𝑡) = 𝑗} = P{𝑋(1)
𝑗 (𝑡) ⩽ 𝑌

(1)
𝑗 (𝑡)},

𝑞𝑗(𝑡) = P{𝐽(𝑡+ 1) = 𝑗 − 1 | 𝐽(𝑡) = 𝑗} = P{𝑋(1)
𝑗 (𝑡) > 𝑌

(1)
𝑗 (𝑡)}.(3)

Обозначим через Φ𝑗 и Ψ𝑗 операторы преобразования меток процесса при переходе из
состояния 𝑗 в состояние 𝑗 + 1 и в состояние 𝑗 − 1 соответственно,

V𝑗+1 = Φ𝑗,𝑗+1[V𝑗] ≡ Φ𝑗[V𝑗], V𝑗−1 = Φ𝑗,𝑗−1[V𝑗] ≡ Ψ𝑗[V𝑗].

При переходе “вверх” оператор Φ𝑗 работает как сдвиг для компонены

X𝑗 : Φ𝑗[V𝑗(𝑡)] = 𝑆ℎ[X𝑗(𝑡)] и как сдвиг на 𝑋
(1)
𝑗 (𝑡) и пополнение с помощью
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с.в. 𝐵𝑡 для компоненты Y𝑗 : Φ𝑗[V𝑗(𝑡)] = 𝐴𝑑[𝑆ℎ[Y𝑗(𝑡), 𝑋
(1)
𝑗 (𝑡)], 𝐵𝑡]. При переходе

“вниз” наоборот Ψ𝑗 работает как сдвиг для компонены Y𝑗 : Ψ𝑗[V𝑗(𝑡)] = 𝑆ℎ[Y𝑗(𝑡)]

и пополнение с помощью с.в. 𝐴𝑡 сдвинутой на величину 𝑌
(1)
𝑗 (𝑡) для компоненты

X𝑗 : Φ𝑗[V𝑗(𝑡)] = 𝐴𝑑[𝑆ℎ[X𝑗(𝑡), 𝑌
(1)
𝑗 (𝑡)], 𝐴𝑡].

В этих выражениях величины 𝐴𝑡 и 𝐵𝑡 являются независимыми от прошлого
ℱ𝑡 = 𝜎{𝑍(𝑠) : 𝑠 ⩽ 𝑡} процесса 𝑍 с.в. Полученные выражения показывают, что
последовательность меток вычисляется рекуррентно с помощью независимых от
прошлого процесса 𝑍(𝑡) с.в., то есть набор меток образует в пространстве меток
марковскую цепь специального вида, компоненты которой связаны между собой
марковским образом.

На основе полученных преобразований меток вычисляются их переходные
вероятности (ядра) и выписываются уравнения для их стационарных и не
стационарных распределений. Однако так как их решения и их вычислительные
аспекты вызывают мгочисленные трудности предпочтительнее остановиться
непосредствено на представлении характеристик модели в терминах меток и их
вычислении мтеодом имитационного моедлирования.

В следующем разделе полученные соотношения используем для вычисления
основных характеристик модели.

5. Вычисление характеристик надёжности модели

Приведём методы вычисление выходных характеристик модели в терминах
её меток. Моменты 𝑆𝑡 (𝑡 = 0.1, . . . ) изменения состояний системы определяются
соотношениями

𝑆𝑡 = 𝑆𝑡−1 + 𝑇𝑡(𝐽(𝑡))), 𝑡 = 0.1, . . . , 𝑆0 = 0,

где интервалы 𝑇𝑡 между моментами изменения состояний системы для её текущего
состояния 𝐽(𝑡) определяется соотношением

𝑇𝑡(𝐽(𝑡)) = min[𝑋
(1)
𝐽(𝑡)(𝑡), 𝑌

(1)
𝐽(𝑡)(𝑡)].

Время 𝑅 до первого оказа системы вычисляется с помощью этих интервалов до
момента первого посещения состояния 𝑘,

𝑅 =
∑︁
𝑡⩾1

𝑇𝑡(𝐽(𝑡))1{𝐽(𝑡)<𝑘} =
∑︁
𝑡⩾1

min[𝑋
(1)
𝐽(𝑡), 𝑌

(1)
𝐽(𝑡)]1{𝐽(𝑡)<𝑘}.

Стацонарные вероятности в случае частичного восстановления согласно закону
больших чисел удовлетворяют соотношению

𝜋𝑗 = lim
𝑁→∞

1

𝑁

∑︁
1⩽𝑡⩽𝑁

𝑇𝑡(𝑗).

Вычисление этих характеристик и др., связанных с ними, осуществляется
методом имитационного моделирования, который непосредственно раелизует
роцедуры ММП.

Результаты применения методов имитационного моделирования были
апробированы на различных примерах, которые будут представлены в докладе и
полной версии статьи
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6. Заключение

В работе развивается метод маркирванного марковского процесса, который
был апробирован ранее на модели дублированной системы с произвольными
распределениями в.б.р. и ремонта её компонентов. В настоящей работе он
используется для более сложной системы < 𝐺𝐼𝑘<𝑛|𝐺𝐼|𝑙 > (𝑙 < 𝑘) с произвольными
количесвами резервирлованных и ремонтных устройств. Предложенный подход
позволяет описывать указанную систему с помощью марковского процесса
специальной структуры и использовать для её численого анализа метод
имитационного оделирования.

Полученные результаты открывают широкие перспективы использования
предложенного подхода для исследования сложных стохстических систем. При этом
остаются нерешёнными ряд теоретических вопросов, связанных с обоснованием
существования стационарных распределений сложных марковских прцессов
специального вида.
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