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Аннотация: Деревья решений часто применяются для обработки табличных данных, 
задач классификации и регрессии, и лежат в основе множества ансамблевых моделей 
машинного обучения. Классические алгоритмы построения деревьев решений 
опираются на эвристические методы для выбора правил расщепления узлов дерева при 
обучении, что не гарантирует даже локальную оптимальность разбиения, и позволяет 
строить модели лишь для некоторых заранее определённых функций потерь. В данной 
работе рассматривается новый алгоритм построения деревьев решений, в основе 
которого лежит метод расщепления узлов, минимизирующий переменные компоненты 
разложения функции потерь в ряд до второго порядка. Таким образом, алгоритм 
позволяет строить деревья для оптимизации произвольных дважды дифференцируемых 
функций потерь. Также рассмотрены два варианта регуляризации. Применение нового 
алгоритма продемонстрировано на примере задачи классификации с бинарной 
перекрёстной энтропией в качестве функции потерь. 

 

1. Введение 
 

Деревья решений позволяют решать различные задачи машинного обучения, в том 
числе задачи классификации и регрессии. В составе ансамблей, таких как случайные 
леса [1] и чрезвычайно рандомизированные деревья [2], или модели градиентного 
бустинга [3], деревья решений широко применяются для обработки табличных данных. 
В основе алгоритма построения деревьев решений CART [4] лежит идея жадного 
рекурсивного расщепления узлов построенного дерева на основе эвристического 
правила, зависящего от типа задачи, поскольку для каждого потенциального разбиения 
вычисляется значение некоторого критерия, например, для задачи классификации, 
индекса Джини или энтропии. Для расщепления данного узла выбирается то 
потенциальное разбиение, которое имеет наименьшее значение рассчитанного 
критерия. В листья построенного дерева записывается агрегированное значение 
целевых значений всех наблюдений обучающей выборки, которые в него попадают, 
например среднее, или наиболее часто встречаемый класс в случае классификации. 
Использование эвристического правила, напрямую не связанного с оптимизируемой в 
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ходе обучения функцией потерь, может приводить к менее подходящим структурам 
деревьев. Кроме того, наиболее успешно применяемые ансамблевые методы основаны 
на идее градиентного бустинга: итеративного построения набора деревьев, сумма 
предсказаний которых минимизирует дифференцируемую функцию потерь, где каждое 
следующее дерево строится для реализации шага градиентного спуска. Такие методы 
позволяют обучать ансамбли используя лишь производные функции потерь, что даёт 
возможность объединять такие модели, например, с нейронными сетями, и 
осуществлять обучение от начала до конца градиентными методами. Однако отдельные 
деревья решений не позволяют осуществлять обучение на основе градиента 
нестандартной функции потерь. В алгоритме XGBoost [3] используется разложение 
функции потерь в ряд для расчёта значений в листьях, однако оно производится вокруг 
предсказаний ранее построенного ансамбля, что не позволяет строить одно дерево, 
оптимизирующее функцию по градиенту. 

В данной работе рассматривается новый алгоритм построения деревьев решений 
для минимизации произвольных дважды дифференцируемых функций потерь, который 
не требует выбора специфического критерия расщепления, а также функции агрегации 
наблюдений для расчёта значений в листьях. На каждом шаге построения дерева 
используются не значения целевой переменной, которые требуется приблизить, как в 
классических алгоритмах, а лишь первые и вторые производные функции потерь для 
каждого обучающего наблюдения, позволяющие уточнить предсказание 
расщепляемого листа. 
 

2. Формальная постановка задачи 
 
Пусть задана дважды дифференцируемая функция потерь ݈ሺݕ,  ොሻ, а такжеݕ

обучающая выборка ܦ ൌ ሼሺݔ௜, ௜ሻሽ௜ୀଵݕ
ே  из совместного распределения ሺܺ, ܻሻ ∝ ࣪, где 

каждый вектор признаков ݔ௜ состоит из ܯ компонент ሺݔ௜
ሺଵሻ, … , ௜ݔ

ሺெሻሻ ∈ Թெ, а ݕ௜ – 
соответствующее значение целевой переменной. Целью является построение модели 
݂ሺݔሻ, минимизирующей эмпирический функционал риска: 

መࣦሺ݂ሻ ൌ
1
ܰ
෍ൣ݈൫ݕ௜, ݂ሺݔ௜ሻ൯൧

ே

௜ୀଵ

ൎ ॱ௑,௒~࣪ൣ݈൫ܻ, ݂ሺܺሻ൯൧. 

Искомая функция ݂∗ также должна быть из ࣠ – класса функций, представимых в 
виде деревьев решений. Пусть каждому узлу из множества листьев ܮ дерева ݂ ∈ ࣠ 
сопоставлена оценка значения целевой переменной в листе ܿ௡, определяющая значение 
функции для любой точки ݔ, попадающей в область листа ܴ௡. При этом области 
листьев попарно не пересекаются, а объединение всех областей даёт Թெ. Дерево 
решений ݂ может быть записано, как: 

݂ሺݔሻ ൌ෍ॴሾݔ ∈ ܴ௡ሿ ⋅ ܿ௡
௡∈௅

, 

где ॴ – индикаторная функция. 
Пусть ݄ܲܽݐሺ݊ሻ – набор узлов дерева на пути к узлу ݊, а ݀൫ݍ,  ሺ݊ሻ൯ определяет݄ݐܽܲ

для узла ݍ, в какое из поддеревьев, левое или правое, идёт следующий узел пути 
 :ሺ݊ሻ. Каждая область ܴ௡ определяется следующим образом݄ݐܽܲ

ॴሾݔ ∈ ܴ௡ሿ ൌ ෑ ॴൣݔ൫௞೜൯ ൑ ௤ߠ ⊕ ݀൫ݍ, ሺ݊ሻ൯൧݄ݐܽܲ
௤∈௉௔௧௛ሺ௡ሻ

, 

где ߠ௡ – пороговое значение, ݇௡ – номер признака разбиения. 
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На каждом шаге построения дерева один из листовых узлов расщепляется на два, 
порождая две новых области, определяемые пороговым значением и номером признака 
разбиения, а также две оценки значений целевой переменной в новых листьях. 
Требуется определить правило разбиения узла ݊ и оценки значений целевой 
переменной, чтобы минимизировать значение функции потерь для получаемого дерева. 
 

3. Новый метод построения дерева решений 
 

Рассмотрим узел ݊, который является на данном этапе листом и требуется 
расщепить. До расщепления для всех точек, попадающих в узел, то есть из области ܴ௡, 
функция, соответствующая дереву, постоянна, и равна оценке значения целевой 
переменной в листе: 

ݔ∀ ∈ ܴ௡	ሺ݂ሺݔሻ ൌ ܿ௡ሻ. 
При построении разбиения будем рассматривать только точки обучающей 

выборки, попадающие в область ܴ௡, и считать, что к функции значения в листе 
добавляется новая ступенчатая функция ߶௡, уточняющая значения в левом и правом 
поддеревьях: 

߶௡ሺݔሻ ൌ ॴൣݔሺ௞೙ሻ ൑ ௡൧ߠ ⋅ ௡ݑ ൅ ॴൣݔሺ௞೙ሻ ൐ ௡൧ߠ ⋅  ,௡ݒ
где ݑ௡,  .௡ – значения оценки целевой переменной слева и справа соответственноݒ
Ключевая идея нового метода состоит в том, чтобы новая функция, для всех точек, 
попадающих в узел, задавалась как сумма предыдущего значения в узле и уточняющей 
функции: 

ሚ݂ሺݔሻ ൌ ൫ܿ௡ ൅ ߶௡ሺݔሻ൯. 
Определим параметры разбиения так, чтобы минимизировать ошибку новой 

функции узла ሚ݂ሺݔሻ. Для этого сперва разложим функцию потерь в ряд в окрестности 
предыдущей неизменной оценки значения целевой переменной в листе ܿ௡, при ݔ ∈ ܴ௡: 

݈ ቀݕ, ሚ݂௡ሺݔሻቁ ൌ ݈ሺݕ, ܿ௡ሻ ൅	߶௡ሺݔሻ ⋅
߲݈ሺݕ, ሻݖ
ݖ߲

ቤ
௭ୀ௙ሺ௫ሻ

൅
1
2
߶௡ଶሺݔሻ ⋅

߲ଶ݈ሺݕ, ሻݖ
ଶݖ߲

ቤ
௭ୀ௙ሺ௫ሻ

൅  .ሻ൯ݔ൫߶௡ଶሺ݋

Обозначим для краткости первую и вторую производные как: 

݃௡ሺݔ, ሻݕ ൌ
߲݈ሺݕ, ሻݖ
ݖ߲

ቤ
௭ୀ௙೙ሺ௫ሻ

; ݄௡ሺݔ, ሻݕ ൌ
߲ଶ݈ሺݕ, ሻݖ

ଶݖ߲
ቤ
௭ୀ௙೙ሺ௫ሻ

. 

Тогда новая задача минимизации функции потерь с регуляризацией Ω, при условии 
справедливости разложения в ряд: 

ሚࣦ௡ ൌ෍ॴሾݔ௜ ∈ ܴ௡ሿ ⋅ ൤߶௡ሺݔ௜ሻ ⋅ ݃௡ሺݔ௜, ௜ሻݕ ൅
1
2
߶௡ଶሺݔ௜ሻ ⋅ ݄௡ሺݔ௜, ௜ሻ൨ݕ

ே

௜ୀଵ

൅ Ωሺݑ௡, ,݇௡	௡;ݒ  .௡ሻߠ

Введём обозначения для краткости: 

ॼ௜ ൌ ॴቂݔ௜
ሺ௞೙ሻ ൑ ॽ௜	௡ቃ;ߠ ൌ ॴ ቂݔ௜

ሺ௞೙ሻ ൐ ௡ቃߠ ; 	ॴ௜ ൌ ॴሾݔ௜ ∈ ܴ௡ሿ. 
Тогда функция потерь может быть разбита на слагаемые: 

ሚࣦ௡ ൌ ሚࣦ௡௎ ൅ ሚࣦ௡௏ ൅ Ω, 

ሚࣦ௡௎ ൌ෍ॴ௜ ⋅ ቈॼ௜ ቆݑ௡ ⋅ ݃௡ሺݔ௜, ௜ሻݕ ൅
1
2
௡ଶݑ ⋅ ݄௡ሺݔ௜, ௜ሻቇ቉ݕ

ே

௜ୀଵ

, 

ሚࣦ௡௏ определяется аналогично. Пусть 

௡௎ܩ ൌ෍ॴ௜ ⋅ ॼ௜ ⋅ ݃௡

ே

௜ୀଵ

ሺݔ௜, ;௜ሻݕ ௡௎ܪ	 ൌ෍ॴ௜ ⋅ ॼ௜ ⋅ ݄௡ሺݔ௜, ௜ሻݕ
ே

௜ୀଵ

, 
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и аналогично для ܩ௡௏,  .௡௏ܪ
Для обеспечения справедливости замены исходной функции потерь на её 

аппроксимацию может потребоваться ограничить ߶௡. Для этого может быть введена 
так называемая скорость обучения 0 ൏ ߛ ൑ 1, а итоговая функция уточнения будет 
выглядеть следующим образом: 

߶෨௡ሺݔሻ ൌ ߛ ⋅ ߶௡ሺݔሻ. 
Альтернативным способом введения ограничения на ߶௡ может быть ݈ଵ или ݈ଶ-

регуляризация. Пусть регуляризация задана в виде: 

Ω ൌ ܯ ⋅ ൤ߣଵ ⋅ ‖ሺݑ௡, ௡ሻ்‖ଵݒ ൅
1
2
ଶߣ ⋅ ‖ሺݑ௡, ௡ሻ்‖ଶݒ

ଶ൨, 

где ܯ ൌ ∑ ॴሾݔ௜ ∈ ܴ௡ሿ
ே
௜ୀଵ  – число попавших в лист точек. 

Поскольку Ω также может быть разбита на сумму двух слагаемых, зависящих отдельно 
от ݑ௡, и от ݒ௡, минимизировать ሚࣦ௡௎ можно также отдельно, по аналогии с работой [5]: 

௡ݑ ൌ െ
௡௎ܩ ൅ ;௡௎ܩሺܣ ܯ	 ⋅ ଵሻߣ

ܯ ⋅ ଶߣ ൅ ௡ܪ
௎ , 

где ܣ – функция, отвечающая за ݈ଵ регуляризацию: 

;ݖሺܣ ሻݐ ൌ ൝
,ݐ	 ݖ ൏ െݐ
	െݖ, |ݖ| ൑ ݐ
െݐ, ݖ ൐ .ݐ

 

Таким образом, при фиксированных параметрах разбиения ߠ௡, ݇௡, определяющих 
ॼ௜, ॽ௜, могут быть найдены оптимальные значения ݑ௡,  ௡. Далее аналогичноݒ
классическим алгоритмам, таким как CART, осуществляется частичный или полный 
перебор признаков и порогов разбиения, рассчитывается значение приближения 
функции потерь и выбирается оптимальные параметры. Отметим, что при разбиении 
значение в листьях зависит от предыдущего значения в узле ܿ௡, так как градиент 
функции потерь вычисляется в точке ܿ௡. В отличие от [3], функция потерь 
раскладывается в ряд вокруг более точной аппроксимации в листе, что делает 
разложение в ряд справедливым при больших значениях скорости обучения, и 
позволяет достраивать дерево даже при изменении функции потерь, что возможно, 
например, при комбинировании нейронных сетей с деревьями решений, где нейронная 
сеть выступает в роли функции потерь. При этом в предложенном алгоритме для такого 
построения не требуется вычислять значение функции потерь для всех кандидатов на 
разбиение, что может быть вычислительно затратным. 

 

4. Пример использования нового метода 
 
Предложенный алгоритм подходит для различных задач машинного обучения, 

включая регрессию и классификацию. В качестве примера рассмотрим простой набор 
данных с двумя признаками, задающий две соединённые спирали, каждой из которых 
соответствует свой класс. Для решения данной задачи классификации в качестве 
функции потерь используется бинарная перекрёстная энтропия, задающаяся как: 

݈஻஼ாሺݕ, ሻ݌ ൌ ݕ ⋅ logሺ݌ሻ ൅ ሺ1 െ ሻݕ ⋅ logሺ1 െ  ,ሻ݌
где ݌ – предсказанная вероятность, зависящая от ݕො, целевого значения, 
предсказываемого деревом решений, и вычисляемая как: 

݌ ൌ ොሻݕሺߪ ൌ
1

1 ൅ ݁ି௬ො
. 

Производные, необходимые для применения алгоритма, зависят от ݌: 
݃௡ሺݔ, ሻݕ ൌ ݌ െ ,ݔ௡ሺ݄	;ݕ ሻݕ ൌ ݌ ⋅ ሺ1 െ  .ሻ݌
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На рис. 1 приведено (а) обучающее множество, которое использовалось для 
построения дерева решений, где цветом обозначены классы; (б) предсказания дерева 
решений, построенного классическим алгоритмом CART; (в) предсказания дерева, 
построенного предложенным методом без ݈ଶ-регуляризации и (г) – с коэффициентом 
регуляризации 0,1. Для всех деревьев глубина не превосходит 10. Видно, что при 
использовании регуляризации в части областей предсказанные оценки вероятностей 
отличны от 0 и 1 и более близки друг к другу для соседних областей, в которых не 
содержалось большого числа обучающих примеров. В данном примере, при 
использовании оценки качества ROC-AUC, и её расчёте на отдельном множестве с 
20000 тестовых наблюдений, значение оценки качества CART-дерева равно 0,92; 
дерева с предложенным алгоритмом без регуляризации 0,94; c ݈ଶ-регуляризацией 0,98. 
 

 
Рис. 1. Пример данных и построенных деревьев решений. 

 
Таким образом, предложенный метод построения деревьев решений позволяет 

решать задачи машинного обучения на основе лишь первой и второй производной 
функции потерь, рассчитанной для всех обучающих примеров. Дальнейшим 
направлением исследований является адаптация алгоритма для работы с векторными 
целевыми переменными, а также комбинация данного алгоритма с ансамблевыми 
методами, такими как градиентный бустинг деревьев решений и применение данного 
алгоритма для обучения композиции деревьев с нейронными сетями. 
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