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Аннотация: В данной работе рассматриваются некоторые методы нечеткой 
кластеризации. Даны их определения, реализованы алгоритмы на примере нечеткой 
кластеризации комплекснозначных данных. Представлены графики результатов, а также 
сделан вывод о проделанной работе. 

 

1. Введение 
 

Комплекснозначные данные используются в различных сферах деятельности, 
например, в робототехнике, космонавтике. При этом актуальным является изучение, 
моделирование, анализ и прогнозирование поведения сложных систем.  

Кластерный анализ – математическая процедура, позволяющая на основе схожести 
количественных значений нескольких признаков, свойственных каждому объекту 
(например, испытуемому) какого–либо множества, сгруппировать эти объекты в 
определенные классы, или кластеры. Осуществляется путем вычисления расстояния 
между этими объектами [1] 

Кластерный анализ – это обобщенное название достаточно большого набора 
алгоритмов, используемых при классификации данных. В ряде изданий используются и 
такие синонимы кластерного анализа, как классификация и разбиение. 

В данной статье приводятся примеры нечеткой кластеризация комплекснозначных 
данных, которые состоят из двух столбцов комплексных чисел. 

 

2. Нечеткая кластеризация 
 

Нечеткая кластеризация – метод кластеризации, при котором точки данных могут 
принадлежать более чем к одной группе («кластеру»). Кластеризация делит точки 
данных на группы и направлена на поиск закономерностей или сходства между 
элементами в наборе; элементы в кластерах должны быть как можно более похожи 
друг на друга и как можно более непохожи на элементы в других группах. С точки 
зрения вычислений гораздо проще создать нечеткие границы, чем привязать один 
кластер к одной точке [2]. 
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В работе рассмотрены два популярных метода кластеризации – нечетких c-средних 
и нечетких c-эллипсоидов. 
 

2.1. Метод нечетких c-средних  
Этот метод, разработанный Даном в 1973 году и улучшенный Бездеком в 1981 

году, часто используется в распознавании образов [3]. Строго говоря, этот алгоритм 
работает путем присвоения степени принадлежности каждой точке данных, 
соответствующей центру кластера, на основе расстояния между кластером и точкой 
данных [4]. Чем ближе данные к центру кластера, тем больше их степень 
принадлежности к конкретному центру кластера. Очевидно, что суммирование 
степеней принадлежности каждой точки данных должно быть равно единице [5]. 

В таблице 1 показана схема алгоритма нечеткой кластеризации методом c-средних. 
 

Таблица 1. Алгоритм нечеткой кластеризации методом c-средних. 
 
Шаг Базовый алгоритм нечетких c-средних 
1 Установить параметры алгоритма: 

݉ ;количество кластеров - ܥ - экспоненциальный вес; ߝ- параметр остановки алгоритма. 

2 Случайным образом сгенерировать матрицу нечеткого разбиения 
ܷ ൌ ;൧ݑൣ ݑ ∈ ሾ0,1ሿ; ݅ ∈ 1,… ,ܰ; ݆ ∈ 1,… ,  .ܥ

3 Рассчитать центры кластеров: 

ܿ ൌ
∑ ൫ݑ൯


ݔ

ே
ୀଵ

∑ ൫ݑ൯
ே

ୀଵ

. 

4 Рассчитать расстояния между объектами из ܺ ൌ …,ଵݔ ,  :ேи центрами кластеровݔ

ܦ ൌ ටฮݔ െ ܿฮ
ଶ
. 

5 Пересчитать элементы матрицы нечеткого разбиения: 

ݑ ൌ
1

൬ܦ
ଶ ∑ 1

ܦ
ଶ


ୀଵ ൰

ଵ
ିଵ

, если ܦ  0;

ݑ ൌ ൜
1, ݇ ൌ ݆
0, ݇ ് ݆ , ݇ ൌ 1,… , ,ܭ если ܦ ൌ 0.

 

6 Проверить условие ‖ܷ െ ܷ∗‖ଶ   где ܷ∗- матрица нечеткого разбиения на предыдущей итерации,ߝ
алгоритма. Если "да", то перейти к шагу 7, иначе - к шагу 3. 

7 Конец. 
 

Цель состоит в том, чтобы найти такие положения для центров кластеров, так 
чтобы расстояние между каждым объектом и связанным с ним центром кластера было 
минимальным. 

 
2.2. Метод нечетких c-эллипсоидов 

Нечеткие c-эллипсоиды представляют собой выпуклые комбинации точек и 
линий (или гиперплоскостей) [6].  

Алгоритм кластеризации методом нечетких c-эллипсоидов отличается от метода 
нечетких c-средних нахождением расстояния от точек до центров кластеров. В c-
эллипсоидов используется ковариационная матрица с собственными значениями и 
векторами. В таблице 2 показана схема алгоритма нечеткой кластеризации методом c-
эллипсоидов. 
 



3124 

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ 
ВСПУ-2024 

Москва 17-20 июня 2024 г. 

Таблица 2. Алгоритм нечеткой кластеризации методом c- эллипсоидов 
 
Шаг Алгоритм нечетких с-эллипсоидов 

1 Установить параметры алгоритма: 
݉ ;количество кластеров - ܥ - экспоненциальный вес; ߝ- параметр остановки алгоритма. 

2 Случайным образом сгенерировать матрицу нечеткого разбиения 
ܷ ൌ ;൧ݑൣ ݑ ∈ ሾ0,1ሿ; ݅ ∈ 1,… ,ܰ; ݆ ∈ 1,… ,  .ܥ

3 Рассчитать центры кластеров: 

ܿ ൌ
∑ ൫ݑ൯


ݔ

ே
ୀଵ

∑ ൫ݑ൯
ே

ୀଵ

. 

4 Вычислить матрицу ковариации для j-ого кластера: 

ܣ ൌ
∑ ൫ݑ൯


∙ ൫ݔ െ ܿ൯

்
∙ ൫ݔ െ ܿ൯

ே
ୀଵ

∑ ൫ݑ൯
ே

ୀଵ

. 

5 Рассчитать расстояния между объектами из ܺ ൌ …,ଵݔ ,  :ேи центрами кластеровݔ

ܦ ൌ ඩฮݔ െ ܿฮ
ଶ
െ ߙ ∙ൣ ܵ௦

்൫ݔ െ ܿ൯൧
ଶ



௦ୀଵ

. 

где ฮݔ െ ܿฮ
ଶ
- евклидово расстояние, ݎ െ	количество собственных векторов, ܵ௦ - s-ый 

собственный вектор ковариационной матрицы ܣ кластера ݆. 

Параметр ߙ ൌ 1 െ
ఒమ
ఒభ

, где ߣଵ, ଶߣ െ  .ܣ и ݉݅݊ собственное значение матрицы ݔܽ݉
6 Пересчитать элементы матрицы нечеткого разбиения: 

ݑ ൌ
1

൬ܦ
ଶ ∑ 1

ܦ
ଶ


ୀଵ ൰

ଵ
ିଵ

, если ܦ  0;

ݑ ൌ ൜
1, ݇ ൌ ݆
0, ݇ ് ݆ , ݇ ൌ 1,… , ,ܭ если ܦ ൌ 0.

 

7 Проверить условие ‖ܷ െ ܷ∗‖ଶ   где ܷ∗- матрица нечеткого разбиения на предыдущей итерации,ߝ
алгоритма. Если "да", то перейти к шагу 8, иначе - к шагу 3. 

8 Конец. 
 

3. Кластеризации комплекснозначных данных 
 

В таблица 3 приведен фрагмент исходной выборки данных. 
 

Таблица 3. Фрагмент исходной выборки данных. 
 

Переменные X Y 
1 4.016+1.403i 0.454+1.493i 
2 0.406+2.004i 4.296+0.878i 
3 0.747+0.719i 2.465+0.476i 
4 7.113+1.118i 4.867+0.371i 
5 4.139+1.412i 4.94+0.46i 
6 0.761+0.372i 4.828+2.622i 
7 2.265+0.254i 7.532+1.08i 
8 6.547+0.663i 6.11+0.391i 
9 2.017+1.566i 2.244+0.174i 
10 5.103+0.458i 7.784+0.657i 

… 
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Проведем кластеризацию исходных данных приведенными выше методами. Для 
наглядного примера кластеризации ниже представлены графики данных после 
кластеризации (рис. 3-5). 
 

 
 

Рис. 3. Результаты кластеризации в проекции на действительные оси. 
 

 
 

Рис. 4. Результаты кластеризации в проекции на мнимые оси. 
 

 
Рис. 5. Результаты кластеризации в проекции на действительную и мнимую ось. 

 



3126 

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ 
ВСПУ-2024 

Москва 17-20 июня 2024 г. 

Так как исходные данные задаются в пространстве ܥଶ, то на графиках показаны 
проекции на оси, где PX1Kj – проекция для j-го кластера, а BN1 – центры кластеров 
(таблица 2). 
 

Таблица 2. Центры кластеров. 
 

 Нечетких c-средний Нечеткий c-эллипсоидов 
Номер 
кластера 

X Y X Y 

1 1.739+1.989i 1.457+2.189i 2.125+2.771i 1.945+2.605i 
2 1.401+4.806i 1.4+5.161i 1.402+4.88i 1.4+5.355i 
3 4.709+1.247i 4.81+1.104i 4.718+1.214i 4.936+1.087i 
4 2.471+1.998i 2.696+1.861i 1.869+1.519i 1.524+1.532i 
 
 

4. Заключение 
 

В работе рассмотрены комплекснозначные данные, методы нечеткой 
кластеризации. На примере показана нечеткая кластеризация комплекснозначных 
данных. Графически представлены результаты кластеризации. Как видно из графиков и 
таблицы с центрами кластеров, результаты, полученные двумя рассмотренными 
методами, практически не отличаются друг от друга. Однако, по рис. 3-5 можно 
заметить, что сами кластеры различаются. Более однородные кластеры в данном 
примере дал метод нечетких c-средних. В дальнейшем планируется рассмотрение 
других нечётких методов кластеризации, в частности, Густафсона-Кесселя. 
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