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Àííîòàöèÿ: Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà ïî èçâåñòíîìó âûõîäíîìó
ñèãíàëó è èíôîðìàöèè îá èçìåðèòåëüíîì óñòðîéñòâå (ÈÓ) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
âàæíûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü îïèñàíà
ðàçíûìè ñïîñîáàìè, îò êîòîðûõ çàâèñèò ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ
îïèñàíèå ýòîãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ
(ÎÄÈ) ïðè íàëè÷èè äåòåðìèíèðîâàííîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âîçäåéñòâèÿ, êîòîðîå
ìîæåò îïèñûâàòü èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïàðàìåòðîâ ÈÓ (íàïðèìåð, äåãðàäàöèþ
ÈÓ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè). Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ýòî âîçäåéñòâèå
îïèñûâàòü èíòåãðèðóåìîé ñêàëÿðíîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé. Äîêëàä ñîñòîèò èç
äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÎÄÈ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì
äåòåðìèíèðîâàííûì âîçäåéñòâèåì, à âî âòîðîé îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ

Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé [1] âàæíóþ ðîëü èãðàþò çàäà÷è
âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà ïî èçâåñòíîìó âûõîäíîìó ñèãíàëó è èíôîðìàöèè
îá èçìåðèòåëüíîì óñòðîéñòâå (ÈÓ). Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îáðàòíóþ çàäà÷ó è ðåøàòü åå ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè (ñì. íàïðèìåð, [2�4]).
Äðóãèì ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä,
îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ [6�8].
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ (ÎÄÈ) [9�12] ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé
ëåîíòüåâñêîãî òèïà [13, 14]. Îñíîâîé ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà øòðàôà îò íîðìû ðàçíîñòè ðåàëüíîãî (ò.å. çàôèêñèðîâàííîãî
íà èçìåðèòåëüíîì ïðèáîðå) è âèðòóàëüíîãî (ò.å. íàéäåííîãî ïîñðåäñòâîì
âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà) íàáëþäåíèé. Ýòîò ìèíèìóì îáúÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
äèíàìè÷åñêèì èçìåðåíèåì. Îïèñàíèå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ äèíàìè÷åñêè
èñêàæåííîãî ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ çàäà÷è ÎÄÈ ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, âîññòàíàâëèâàòü
èñêîìûé âõîä áåç ïåðåõîäà â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü, à âî-âòîðûõ, äàííûé îáùèé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äàííûé èçìåðèòåëüíûé ïðîöåññ ïðè áîëåå ñëîæíûõ
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óñëîâèÿõ [15�17].
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÈÓ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

ëåîíòüåâñêîãî òèïà

(1) Lẋ(t) = a(t)Mx(t) +Du(t), y(t) = b(t)Nx(t) + Fu(t),

ãäå D, N , F � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, x(t) = col(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),
y(t) = col(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) è u(t) = col(u1(t), u2(t), . . . , un(t)) � âåêòîð-ôóíêöèè,
a(t) è b(t) � ôóíêöèè. Çäåñü ìàòðèöû L, M , D, N è F õàðàêòåðèçóþò êîíñòðóêöèþ
ÈÓ, âåêòîð-ôóíêöèÿ x = x(t) õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ÈÓ, ôóíêöèè a = a(t)
è b = b(t) îïèñûâàþò äåãðàäàöèþ ÈÓ ïðè äëèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè, âåêòîð-
ôóíêöèÿ u = u(t) ñîîòâåòñòâóåò âõîäíîìó ñèãíàëó (èçìåðåíèþ), à âåêòîð-ôóíêöèÿ
y = y(t) ñîîòâåòñòâóåò âûõîäíîìó ñèãíàëó (íàáëþäåíèþ). Â ñèñòåìå (1) èçìåðåíèå
è íàáëþäåíèå èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, íî íà ïðàêòèêå ðàçìåðíîñòü
íàáëþäåíèÿ ìîæåò áûòü ìåíüøå. Òàê êàê ñèñòåìà (1) ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ìû
áóäåì åãî ðàññìàòðèâàòü â âèäå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà-Ñèäîðîâà

(2) (µL−M)−1L(x(t)− x0) = 0,

ãäå x0 ∈ Rn � íåêîòîðûé âåêòîð íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû L (kerL ̸= {0}) óñëîâèå âèäà (2) ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
ðåøåíèå ñèñòåìû (1) äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íå ïðîâåðÿÿ óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ.

Îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÈÓ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë øòðàôà

(3) J(u) = ε

∫ τ

0

||y(t)− ỹ(t)||2dt+ (1− ε)

∫ τ

0

⟨Cx(t), x(t)⟩dt.

Çäåñü || · || è ⟨·, ·⟩ � åâêëèäîâû íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn, x(t) è
y(t) ëèíåéíî çàâèñÿò îò u(t). Èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ, â ïðîñòðàíñòâå
èçìåðåíèé U = {u ∈ L2((0, τ);Rn) âûäåëèì âûïóêëîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
U∂ ⊂ U, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ èçìåðåíèé. Ìèíèìèçèðóÿ
ïåðâîå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíàëà (3) íà ìíîæåñòâå U∂, ìû äîáèâàåìñÿ ìèíèìèçàöèè
âîçäåéñòâèÿ èíåðöèîííîñòè ÈÓ íà èçìåðåíèå. À ìèíèìèçèðóÿ âòîðîå ñëàãàåìîå,
ìû ñíèæàåì âîçäåéñòâèå ðåçîíàíñîâ â öåïÿõ ÈÓ. (Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòíàÿ
ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà C ïîðÿäêà n õàðàêòåðèçóåò âçàèìîâëèÿíèå ðåçîíàíñîâ
â öåïÿõ ÈÓ). Êîíñòàíòà ε ∈ (0, 1) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó÷åñòü
ïðåäïî÷òåíèÿ èññëåäîâàòåëÿ. Íàêîíåö, ỹ(t) � íàáëþäåíèå ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
âû÷èñëèòåëüíîãî èëè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Èòàê, çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî

èçìåðåíèÿ v(t) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ìèíèìóìà

(4) J(v) = min
u∈U∂

J(u).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÈÓ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ (1)�(4).
Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû â ñèñòåìå

(1) èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷òî ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ôóíêöèþ a(t),
ìóëüòèïëèêàòèâíîå âîçäåéñòâèå íà èçìåðèòåëüíîå óñòðîéñòâî.
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2. Ðåøåíèå çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ

Ïóñòü L è M êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Íàçîâåì ìàòðèöó M ðåãóëÿðíîé

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû L (êîðîòêî, L-ðåãóëÿðíîé), åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî α ∈ C
òàêîå, ÷òî det(αL−M) ̸= 0. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëî α ∈ C òàêîå, ÷òî det(αL−M) ̸= 0,
ñóùåñòâóåò, åñëè detL ̸= 0. Îäíàêî, âíèìàòåëüíûé àíàëèç ðåàëüíûõ ÈÓ [18, 19]
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àé detL = 0 âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Èòàê, ïóñòü ìàòðèöà
M L-ðåãóëÿðíà, òîãäà [20, ãë.12] ñóùåñòâóþò òàêèå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû A è B

ïîðÿäêà n, ÷òî BLA = diag{
0

Jp1 ,
0

Jp2 , . . . ,
0

Jpl , In−m}, BMA = diag{Im, S}, ãäå
0

Jpk �

æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà pk ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè,
l∑

k=1

pk = m, Ik �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, S � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n − m. Âîçüìåì
÷èñëî p = max{p1, p2, . . . , pl} è íàçîâåì L-ðåãóëÿðíóþ ìàòðèöó M (L, p)-ðåãóëÿðíîé.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé p = 0, ÷òî ïîçâîëèòü óïðîñòèòü âèä ðåøåíèÿ. Êðîìå
òîãî, â îñíîâíûõ ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî p = 0.

Ôèêñèðóåì ÷èñëî τ ∈ R+ è âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà èçìåðåíèé U,
íàáëþäåíèé Y è ñîñòîÿíèé X ïðîñòðàíñòâî L2((0, τ);Rn).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöà M (L, 0) � ðåãóëÿðíà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x0 ∈ Rn,

a ∈ L2([0, τ ];R+), b ∈ L2([0, τ ];R) è u ∈ U, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ∈ Y
çàäà÷è (1), (2), êîòîðîå ê òîìó æå èìååò âèä

(5) y(t) = b(t)Nx(t) + Fu(t), ãäå

(6) x(t) = X(t, 0)x0 +

∫ t

0

X(t, s)L−1
1 QDu(s)ds+M−1

0 (Q− In)
Du(t)

a(t)
.

Çäåñü X(t, s) = lim
k→∞

((
L− 1

k

∫ t

0

a(r)drM

)−1

L

)k

− âûðîæäåííûé ïîòîê [14],

ò.å. X(t, r)X(r, s) = X(t, s) ïðè âñåõ t, r, s ∈ R òàêèõ, ÷òî t ⩾ r ⩾ s, ïðè÷åì X(t, t) ̸=
In ïðè âñåõ t ∈ R;

P = lim
k→∞

(
k (kL−M)−1 L

)k
, Q = lim

k→∞

(
kL (kL−M)−1)k ,

M−1
0 = lim

k→∞

(
1

k
L−M

)−1

(In −Q), L0 = L(In − P ), L−1
1 = lim

k→∞

(
L− 1

k
M

)−1

Q.

Çàìåòèì, ÷òî (6) ïî ñóòè çàìåíÿåò â ñèñòåìå (1) ïåðâîå óðàâíåíèå.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

èçìåðåíèÿ (1)�(4).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìàòðèöà M (L, 0) � ðåãóëÿðíà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x0 ∈ Rn,

ỹ ∈ Y, a ∈ L2([0, τ ];R+) è b ∈ L2([0, τ ];R) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v ∈ U∂

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî èçìåðåíèÿ (1)�(4).
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Âåêòîð-ôóíêöèþ v = v(t), ñóùåñòâóþùóþ ïî Òåîðåìå 2, áóäåì íàçûâàòü òî÷íûì
îïòèìàëüíûì èçìåðåíèåì. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî îïòèìàëüíîãî
èçìåðåíèÿ, à òàêæå ñõîäèìîñòü åãî ê òî÷íîìó, îïèñàíû â [21].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî êîòîðîìó íàáëþäåíèå ỹ(t) ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå
èçìåðåíèå ìîæåò áûòü ïîäâåðæåíî ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì è êðîìå òîãî, äëÿ
íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà â ôóíêöèîíàëå (3) íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå
íàáëþäåíèÿ â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (0, τ). Äëÿ ïîäîáíîé èíòåðïîëÿöèè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû. Îäèí èç íèõ, îïèðàþùèéñÿ íà íåêîòîðóþ
àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î âèäå âõîäÿùåãî ñèãíàëà, îïèñàí â [22].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-11-
20037, https://rscf.ru/project/20-11-20037/.
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