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Аннотация: Предлагается единый подход к задаче описания границы множества
достижимости нелинейной управляемой системы при различных типах ограничений
на управление. В рамках данного подхода множество достижимости трактуется
как образ подмножества банахова пространства при его отображении в другое
банахово пространства нелинейным отображением вход-выход, порождаемом
рассматриваемой системой. С использованием конструкций негладкого анализа
доказаны необходимые условия экстремума для прообразов граничных точек
множества достижимости. Из указанных условий следует характеризация
граничных точек множества достижимости при геометрических, интегральных и
комбинированных ограничениях на управление.

1. Введение

Управляемую систему, описываемую дифференциальным или разностным
уравнением, часто удобно рассматривать как отображение, сопоставляющее входу
системы (управлению или возмущению) ее выход (траекторию, наблюдаемый
сигнал, вектор состояния в заданный момент времени). В рамках данной трактовки
множество достижимости (МД) системы является образом множества допустимых
управлений. В докладе рассматривается задача характеризации граничных точек
образа множества при нелинейном отображении банаховых пространств в виде
условий экстремума для их прообразов (управлений). Применение данных условий
к управляемым системам с геометрическими, интегральными и комбинированными
ограничениями позволяет записать эти условия в форме принципа максимума
Понтрягина.

Для нелинейной управляемой системы с геометрическими (поточечными)
ограничениями на управление известно, что допустимое управление, переводящее
траекторию на границу МД, удовлетворяет принципу максимума Понтрягина [1, 2].
На основе решения вспомогательных экстремальных задач и использования
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принципа максимума разработан ряд алгоритмов вычисления МД (см.,
например, [3–7]) .

Для систем с интегральными ограничениями на управление некоторые
свойства МД и алгоритмы их построения приведены в [8–13]. В частности, в
случае интегральных квадратичных ограничений в [8, 12] было показано, что
любое допустимое управление, ведущее на границу МД, обеспечивает локальный
экстремум в некоторой задаче оптимального управления и поэтому удовлетворяет
принципу максимума. Этот результат был обобщен в [14] для нескольких смешанных
интегральных ограничений, зависящих как от управляющих переменных, так и
от переменных состояния. В статье [15] (см. также [16]) проблему достижимости
было предложено рассматривать в терминах нелинейных отображений банаховых
пространств. В этой статье мы распространяем результаты [15] на более широкий
класс абстрактных систем управления. В статье ослаблены условия [15], что
позволило рассмотреть задачу с интегральными и геометрическими ограничениями
в рамках единой схемы с использованием конструкций негладкого анализа.

2. Условия экстремума для границы множества
достижимости

Пусть 𝑋, 𝑌 – действительные банаховы пространства, 𝑈 ⊂ 𝑋 . Абстрактной
управляемой системой будем называть отображение 𝐹 : 𝑈 → 𝑌 . Здесь 𝑢 ∈ 𝑈 –
управление, множество 𝑈 интерпретируется как множество допустимых управлений.
Множество достижимости (МД) 𝐺 системы определяется равенством 𝐺 =

{︀
𝑦 ∈ 𝑌 :

𝑦 = 𝐹 (𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈
}︀
. Таким образом, 𝐺 = 𝐹 (𝑈) это образ 𝑈 при отображении 𝐹 . Далее

мы считаем, что 𝑈 =
{︀
𝑢 ∈ 𝑋 : 𝜙(𝑢) ⩽ 𝜇

}︀
, где 𝜙 : 𝑋 → R – непрерывный функционал,

𝜇 > 0.
Рассмотрим систему

(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓1(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑢(·) ∈ 𝑈.

Здесь 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑟, 𝑈 ⊂ L1. Функции 𝑓1 : [𝑡0, 𝑡1] × 𝑅𝑛 → R𝑛,
𝑓2 : [𝑡0, 𝑡1]×R𝑛 → R𝑛×𝑟 и их производные по 𝑥 непрерывны по (𝑡, 𝑥) и удовлетворяют
неравенствам ‖𝑓1(𝑡, 𝑥)‖ ⩽ 𝑙1(𝑡)(1 + ‖𝑥‖), ‖𝑓2(𝑡, 𝑥)‖𝑛×𝑟 ⩽ 𝑙2(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡1, 𝑥 ∈ R𝑛

где 𝑙1(𝑡), 𝑙2(𝑡) – интегрируемые по Лебегу на [𝑡0, 𝑡1] функции. Для каждого
интегрируемого управления 𝑢(𝑡) на [𝑡0, 𝑡1] существует единственное абсолютно
непрерывное решение 𝑥(𝑡, 𝑢(·)) уравнения (1).

Множество достижимости 𝐺(𝑡1) системы (1) в момент времени 𝑡1 при
ограничении 𝑢(·) ∈ 𝑈 определяется как 𝐺(𝑡1) =

{︀
𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑦 = 𝑥(𝑡1, 𝑢(·)), 𝑢(·) ∈ 𝑈

}︀
.

В рамках предлагаемой схемы можно рассматривать следующие виды ограничений
на управление:
1. Геометрические ограничения на управление заданные условием
𝛾(𝑢(𝑡)) ⩽ 1, a.e. 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], где 𝛾(𝑢) – непрерывная функция на R𝑟. В этом
случае 𝑋 = L∞, 𝜙(𝑢(·)) = ess sup𝑡0⩽𝑡⩽𝑡1 𝛾(𝑢(𝑡)).
2.Интегральные ограничения вида ‖𝑢(·)‖L𝑝 ⩽ 1, где 𝑝 > 1. Для этих ограничений

𝑋 = L𝑝, 𝜙(𝑢(·)) =
∫︀ 𝑡1
𝑡0

‖𝑢(𝑡)‖𝑝𝑑𝑡.
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3. Изопериметрические ограничения на управление и траекторию

𝜙(𝑢(·)) :=
∫︁ 𝑡1

𝑡0

(︀
𝑄(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑢⊤(𝑡)𝑅(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 ⩽ 𝜇, 𝑢(·) ∈ L2,

где 𝑄(𝑡, 𝑥) и 𝑅(𝑡, [𝑥) непрерывны, 𝑅(𝑡, [𝑥) положительно определена. Во всех
перечисленных случаях 𝑌 = R𝑛, а отображение соответствующего банахова
пространства 𝑋 в 𝑌 задано следующим образом 𝐹 (𝑢) = 𝐹 (𝑢(·)) = 𝑥(𝑡1, 𝑢(·)). При
указанных выше предположениях (см., например, [8]) 𝐹 (𝑢(·)) имеет непрерывную
производную Фреше в соответствующем пространстве 𝑋, определяемую равенством
𝐹 ′
𝑢(𝑢(·))𝛿𝑢(·) = 𝛿𝑥(𝑡1).

Здесь 𝛿𝑥(𝑡) решение системы (1) линеаризованной в окрестности
(𝑥(𝑡, 𝑢(·)), 𝑢(𝑡)): ˙𝛿𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝛿𝑢(𝑡), 𝛿𝑥(𝑡0) = 0, где 𝐴(𝑡) =
𝜕𝑓1
𝜕𝑥

(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝜕
𝜕𝑥

[︀
𝑓2(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑢(𝑡)

]︀
, 𝐵(𝑡) = 𝑓2(𝑡, 𝑥(𝑡)). Если линеаризованная система

вполне управляема на [𝑡0, 𝑡1], то Im𝐹 ′(𝑢(·)) = R𝑛.
Обозначим через 𝐵𝑋(𝑥, 𝑟) и 𝐵𝑌 (𝑦, 𝑟) шары радиуса 𝑟 с центрами 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌

соответственно. Дальнейший анализ основан на известной теореме Люстерника

Теорема 1 ( [17, Теорема 2]). Пусть отображение 𝐹 банахова пространства

𝑋 в банахово пространство 𝑌 непрерывно дифференцируемо по Фреше в точке 𝑢̂ и

Im𝐹 ′(𝑢̂) = 𝑌 . Тогда найдутся окрестность 𝑉 точки 𝑢̂ и число 𝑠 > 0 такие, что

для любого 𝐵𝑋(𝑢, 𝑟) ⊂ 𝑉 справедливо включение 𝐵𝑌 (𝐹 (𝑢), 𝑠𝑟) ⊂ 𝐹 (𝐵𝑋(𝑢, 𝑟)).

Условие Im𝐹 ′(𝑢̂) = 𝑌 называется условием регулярности отображения 𝐹 в точке
𝑢̂. Из Теоремы 1 получаем следующее утверждение

Теорема 2. Пусть 𝑊 – некоторая окрестность 𝑈 , отображение 𝐹 : 𝑊 →
𝑌 регулярно в точке 𝑢̂ ∈ 𝑈 и функционал 𝜙 непрерывен в 𝑢̂. Для того, чтобы

𝑥̂ = 𝐹 (𝑢̂) ∈ 𝜕𝐺 необходимо, чтобы точка 𝑢̂ была локальным минимумом в задаче

(2) 𝜙(𝑢) → min, 𝐹 (𝑢) = 𝑥̂

и выполнялось равенство 𝜙(𝑢̂) = 𝜇.

Выписывая необходимые условия локального минимума для (2) получаем

Теорема 3. Пусть 𝑢̂ ∈ 𝑈 , 𝐹 (𝑢̂) = 𝑥̂ ∈ 𝜕𝐺, отображение 𝐹 (𝑢) регулярно, а 𝜙(𝑢)
непрерывно дифференцируем в точке 𝑢̂ и 𝜙(𝑢̂) ̸= 0. Тогда найдется 𝑦* ∈ 𝑌 *, ‖𝑦*‖ = 1
такой, что 𝑢̂ удовлетворяет необходимым условиям экстремума в задаче

(3) ⟨𝑦*, 𝐹 (𝑢)⟩ → min, 𝜙(𝑢) ⩽ 𝜇,

⟨·, ·⟩ обозначает билинейную форму устанавливающую двойственность 𝑌 и

сопряженного пространства 𝑌 *.

Как нетрудно заметить, задачу (3) можно записать в следующем эквивалентном
виде ⟨𝑧*, 𝑦⟩ → max, 𝑦 ∈ 𝐺, где 𝑧* = −𝑦*. Последняя задача состоит в вычислении
значения опорной функции 𝐺, точка, в которой достигается максимум, называется
опорной точкой. Множество 𝐺 для нелинейного отображения, как правило,
невыпукло. Поэтому не любая точка 𝑥̂ ∈ 𝜕𝐺 является опорной. Однако, она
удовлетворяет необходимым условиям экстремума, все равно как если бы она была
таковой.

Пусть теперь 𝜙 не дифференцируем, но удовлетворяет условию Липшица
в некоторой окрестности 𝑢̂. Будем далее считать, что 𝑌 = R𝑛. Обозначим
через 𝜕𝐶𝑓(𝑢) субдифференциал Кларка функции 𝑓(𝑢) в точке 𝑢. Если 𝑓(𝑢)
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липшицева в окрестности 𝑢, то 𝜕𝐶𝑓(𝑢) ̸= ∅ – выпуклое слабо* компактное
множество. В предположении, что 0 /∈ 𝜕𝐶𝑓(𝑢̂) выпишем необходимые условия
оптимальности [18] для задачи (2). После некоторых преобразований получим
включение −𝐹 ′*(𝑢̂)𝑦* ∈ 𝜕𝐶𝜙(𝑢̂), 𝑦

* ∈ 𝑌 *, ‖𝑦*‖ ̸= 0. Как нетрудно убедиться это
включение является необходимым условием оптимальности 𝑢̂ и в задаче (3).
Таким образом, утверждение Теоремы 3 справедливо и в случае локально
липшицевого функционала 𝜙(𝑢). Следовательно, оно применимо не только к задачам
с интегральными ограничениями, но и к задачам с геометрическими ограничения,
для которых 𝜙(𝑢) не является дифференцируемым. Отметим, что для отображения
𝐹 (𝑢(·)) определяемого системой (1) имеет место равенство 𝐹 ′*(𝑢(·))𝑦* = 𝐵⊤(·) 𝑝(·)
где 𝑝(𝑡) – решение сопряженной системы 𝑝̇(𝑡) = −𝐴⊤(𝑡)𝑝(𝑡), 𝑝(𝑡1) = 𝑦*, матрицы
𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) – матрицы системы (1) линеаризованной в окрестности 𝑢(·). Из данного
представления и Теоремы 3 следует принцип максимума Понтрягина для граничных
управлений как для случая геометрических, так и интегральных ограничений [19].

Рассмотрим далее ограничения на 𝑢, заданные системой неравенств

(4) 𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑋 : 𝜙𝑖(𝑢) ⩽ 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑘,

где 𝜙𝑖 : 𝑋 → R – функционалы, 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑘 заданные положительные
числа. Без ограничения общности можно считать, что 𝜇𝑖 = 1, 𝑖 = 1, ..., 𝑘,
тогда (4) можно заменить единственным ограничением 𝜙(𝑢) ⩽ 1, положив
𝜙(𝑢) = 𝑚(𝜙1(𝑢), ..., 𝜙𝑘(𝑢)), 𝑚(𝑥) = 𝑚(𝑥1, ..., 𝑥𝑘) = max1⩽𝑖⩽𝑘 𝑥𝑖.

Так как 𝑚(𝑥) непрерывна, функционал 𝜙(𝑢) будет непрерывным в точке
непрерывности функционалов 𝜙𝑖(𝑢). Поэтому для описания границы МД применима
Теорема 2. Вывод условий оптимальности в задаче (3) в этом случае более
сложен, так как 𝑚(𝑥) не дифференцируема. Однако 𝜙(𝑢) = 𝑚(𝜙1(𝑢), ..., 𝜙𝑘(𝑢)) будет
локально липшицевым, если таковыми являются функционалы 𝜙𝑖(𝑢). Кроме того,
если каждый из функционалов 𝜙𝑖(𝑢) является либо выпуклым либо непрерывно
дифференцируемым в 𝑢̂ то 𝜕𝐶𝜙(𝑢̂) = co

⋃︀
𝑖∈𝐼(𝑢̂) 𝜕𝐶𝜙𝑖(𝑢̂), где 𝐼(𝑢̂) = {𝑖 : 𝜙𝑖(𝑢̂) = 𝜙(𝑢̂)},

co𝐴 – выпуклая оболочка 𝐴 [18].
Если все функционалы 𝜙𝑖непрерывно дифференцируемы в точке 𝑢̂, то 𝜕𝐶𝜙𝑖(𝑢̂) =

co
⋃︀

1⩽𝑖⩽𝑘{𝜙′
𝑖(𝑢̂)}. Условие 0 /∈ 𝜕𝐶𝜙𝑖(𝑢̂) принимает здесь вид∑︁

1⩽𝑖⩽𝑘

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 ⩾ 0, 𝛼𝑖(𝜙𝑖(𝑢̂)− 1) = 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑘 ⇒

⇒
∑︁
1⩽𝑖⩽𝑘

𝛼𝑖𝜙
′

𝑖(𝑢̂) = 0.

Оно, например, выполнено, если 𝜙𝑖(𝑢̂) положительно линейно независимы,
и необходимое условие для включения 𝐹 (𝑢̂) ∈ 𝜕𝐺 можно записать в виде
𝐹 ′*(𝑢̂)𝑧* =

∑︀
1⩽𝑖⩽𝑘 𝛼𝑖𝜙

′
𝑖(𝑢̂),

∑︀
1⩽𝑖⩽𝑘 𝛼𝑖 = 1. Последнему условию можно придать

форму принципа максимума Понтрягина, если речь идет об отображении,
определяемом системой (1) [14].

Наконец, рассмотрим управляемую систему с комбинированными ограничениями
– интегральным и геометрическим. Пусть 𝑋 = L∞ и ограничения имеют вид
𝜙𝑖(𝑢(·)) ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2 где 𝜙1(𝑢(·)) = 1/2⟨𝑢(·), 𝑢(·)⟩ = 1/2

∫︀ 𝑡1
𝑡0

𝑢⊤(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝜙2(𝑢(·)) =
ess sup𝑡0⩽𝑡⩽𝑡1 𝛾(𝑢(𝑡)). Здесь 𝛾 – выпуклая функция, такая что {𝑢 : 𝛾(𝑢) < 1} ̸= ∅.
Условие 𝐹 ′*(𝑢̂(·))𝑧* ∈ 𝜕𝐶𝜙(𝑢̂(·)) принимает вид 𝐹 ′*(𝑢̂(·))𝑧* − 𝜆𝑢̂(·) ∈ (1 − 𝜆)𝜕𝜙2(𝑢̂(·))
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для некоторого 𝜆 ∈ [0, 1]. Опрелим гамильтониан задачи равенством
𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑝, 𝜎, 𝑢) = −𝜎𝑢 + 𝑝⊤(𝑓1(𝑡, 𝑥) + 𝑓2(𝑡, 𝑥)𝑢). Справедливо следущее утверждение
(см. [19])

Утверждение 1. Пусть 𝐺 =
{︀
𝐹 (𝑢(·)) : 𝜙𝑖(𝑢(·)) ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2

}︀
. Если 𝐹 (𝑢̂(·)) ∈

𝜕𝐺 и линеаризованная в окрестности 𝑢̂(·) система (1) вполне управляема, то

найдется 𝑝(·) ̸= 0 и число 𝜎 ⩾ 0 такие, что выполнены соотношения принципа

максимума Понтрягина

𝑝̇(𝜏) = −𝐴(𝜏)𝑝(𝜏) = −𝜕𝐻

𝜕𝑥
(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑝(𝜏), 𝜎, 𝑢̂(𝜏)), 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

𝐻(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑝(𝜏), 𝜎, 𝑢̂(𝜏)) = max
𝛾(𝑣)⩽𝜇

𝐻(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑝(𝜏), 𝜎, 𝑣), a.e. 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1].
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