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Аннотация: На основании сформулированного общего определения иерархии, как 
размещения целого и его частей, введены понятия иерархий единичного и 
множественного включения. Используя векторные представления агрегаций 
компонентов, предложены многоуровневые классификации критериев и алгоритмов 
ранжирования для многокритериальных задач. Следуя концепции диаграмм Эйлера-
Венна, представлены схемы множественного включения. Получены рекурсивные 
определения критериев и алгоритмов ранжирования для многокритериальных задач. 

 

1. Введение 
 

Иерархия как геометрический термин описывает взаимное размещение частей и 
целого. В общем случае можно определить иерархию как «положение частей или 
элементов целого в порядке, определяемом отношением взаимосвязи». Отношения 
взаимосвязи определяют вид иерархии. Например, отношение «доминирование» 
определяет иерархию обобщения с порядком от высшего уровня к низшему уровню. 
Именно иерархия обобщения подразумевается в большинстве случаев использования 
понятия «иерархия». Этот вид иерархии лежит в основе иерархической 
упорядоченности, закономерности которой выделил и исследовал Л. фон. Берталанфи 
[1]. В дальнейших исследованиях по общей теории систем [2] вместо иерархической 
упорядоченности предложены операции горизонтального и вертикального 
объединения. 

Отношения взаимосвязи «состоит из», «является частью», «содержит», определяют 
иерархию включения с порядком от низшего уровня к высшему уровню. Структурно 
иерархиями единичного включения являются составные игрушки – русская матрешка, 
японский Фукурума [3]. Примером иерархии единичного включения может служить 
дерево, уровни истории которого отображаются годичными кольцами. Переход на 
каждый следующий уровень связан с изменением эмерджентности системы дерева. 
Годичные кольца в форме набора концентрических окружностей могут быть приняты в 
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качестве схемы многоуровневой иерархии единичного включения, что показано 
исследованиями интегрированной системы управления учебным процессом вуза [4, 5]. 

Можно определить два типа иерархий множественного включения. Первый тип 
основан на объединении, когда один объект является частью другого объекта, который 
его содержит, например, автомобиль и его комплектующие. Иерархия множественного 
включения второго типа базируется на агрегациях. То есть, в составе одного объекта 
имеется набор объектов, которые могут существовать сами по себе. Например, 
домашняя библиотека включает агрегации книжных шкафов/полок и агрегации книг. В 
данном исследовании будут использованы векторные представления агрегаций. 

Важной особенностью сложных систем является их многокритериальность, 
обусловленная различием целей отдельных подсистем и требований внешней среды [6, 
7]. Многокритериальное принятие решений и многокритериальный анализ решений 
выполняют задачи выбора, сравнения, классификации с помощью многокритериальных 
методов ранжирования. При исследовании задач в хорошо структурированных 
системах различных типов на основе оценок (показателей, характеристик) 
формируются критерии выбора с векторными и многовекторными компонентами [8]. 
Критерий является некоторой функцией от принятого решения. Функцией, которая 
позволяет количественно оценить целесообразность решения. Конкретное значение 
критерия характеризует уровень достижения цели, эффективность используемых при 
этом методов и средств. Если цель в общем случае указывает направление действия, то 
критерий дополняет понятие цели и указывает эффективный способ ее достижения. В 
исследовании [3] показано наличие иерархической упорядоченности критериев и 
методов ранжирования. 

Целью доклада является обобщение результатов структурного анализа критериев и 
алгоритмов ранжирования в многокритериальных задачах. 

 

2. Структурный анализ критериев 
 

Многоуровневая классификация критериев в многокритериальных задачах может 
быть определена следующим образом (рис. 1): 
 критерий 1-ого уровня – агрегация скалярных компонентов; 
 критерий 2-ого уровня – агрегация критериев 1-ого уровня; 
 критерий 3-его уровня – агрегация критериев 2-ого уровня; 
 и т.д. 

агрегация
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компонентов

а б в

агрегация
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1-ого уровня агрегация критериев 2-ого уровня
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Рис. 1. Структура критериев: критерий 1-ого уровня; (б) критерий 2-ого уровня; (в) 
критерий 3-его уровня. 
 

Предложенная классификация критериев структурно является иерархией 
множественного включения второго типа. Введем следующие обозначения 
компонентов агрегаций критериев: 
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 скаляр – ܵ; 
 критерий 1-ого уровня – ܭଵ

௟ ൌ ሼ ௜ܵሽ, ݅ െ 1,2, … , ݈: 

 критерий 2-ого уровня – ܭଶ
௞ ൌ ቄቀ൫ܭଵ

௟൯
௜
ቁቅ , ݅ ൌ 1,2, … , ݇; 

 критерий 3-его уровня – ܭଷ
௡ ൌ ቄ൫ܭଶ

௞൯
௜
ቅ , ݅ ൌ 1,2, … , ݊; 

Визуализация иерархии множественного включения критериев использует 
концепцию диаграмм Эйлера-Венна. Круговые представления (рис. 2) содержат 
обозначения критериев и заданные количества их компонентов. 
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Рис. 2. Иерархия множественного включения критериев. (а) критерий 1-ого уровня; (б) 
критерий 2-ого уровня; (в) критерий 3-его уровня. 

 
Используя введенные обозначения, получаем рекурсивное определение критериев 

любых уровней. 

௡ܭ (1)
௝ ൌ ቊ

ሼ ௜ܵሽ, ݅ ൌ 1.2… . , ݆	݊ ൌ 1

ቄ൫ܭ௡ିଵ
௞ ൯

௜
ቅ , ݅ ൌ 1,2, … , ݆	݊ ൐ 1

,  

где ܭ௡
௝ – критерий n-ого уровня; j – количество компонентов критерия n-ого уровня; k 

определяется структурой критерия (n-1) – ого уровня. 
Диаграмма на рис. 2 представляет прямую рекурсию введенных критериев. 

Расширение иерархии множественного включения критериев (рис. 2) может быть 
осуществлено путем последовательного добавления новых уровней для формирования 
критериев более сложной структуры. Например, можно спрогнозировать критерий 4-го 
уровня, содержащий агрегацию заданного количества критериев 3-го уровня. 

 

2. Структурный анализ алгоритмов ранжирования 
 

Критерии каждого уровня требуют алгоритмов ранжирования соответствующего 
уровни. Добавим следующую группу обозначений: 

 ݎܨଵ
௝ ቄ൫ܭଵ

௟൯
௜
ቅ , ݅ ൌ 1,2, … , ݆ – функция ранжирования 1-ого уровня возвращает 

агрегацию j рангов 1-ого уровня ܴଵ; 

 ݎܨଶ
௝ ቄ൫ܭଶ

௞൯
௜
ቅ , ݅ ൌ 1,2,… , ݆ – функция ранжирования 2-ого уровня возвращает 

агрегацию j рангов 2-ого уровня ܴଶ, сформированных функцией ранжирования 1-
ого уровня из j агрегаций по k рангов ܴଵ; 

 ݎܨଷ
௝ሼሺܭଷ

௡ሻ௜ሽ, ݅ ൌ 1,2, … , ݆ – функция ранжирования 3-его уровня возвращает 
агрегацию j рангов 3-его уровня ܴଷ, сформированных функцией ранжирования 1-
ого уровня из j агрегаций по n рангов ܴଶ; 
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 ݎܨସ
௝ሼሺܭସ

௢ሻ௜ሽ, ݅ ൌ 1,2, … , ݆ – функция ранжирования 4-ого уровня возвращает 
агрегацию j рангов 4-ого уровня ܴସ, сформированных функцией ранжирования 1-
ого уровня из j агрегаций по o рангов ܴଷ; 
В исследовании [3] показана инвариантность алгоритмов ранжирования, начиная 

со второго уровня, по отношению к алгоритму ранжирования первого уровня, в связи с 
чем диаграмма иерархии множественного включения алгоритмов ранжирования (рис. 
3) начинается с алгоритма второго уровня. На диаграмме (рис. 3) представлен прогноз 
алгоритма ранжирования 4-ого уровня (рис. 3.в). Детализированное описание 
исследованных алгоритмов представлено в [9]. 
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Рис. 3. Иерархия множественного включения алгоритмов ранжирования: 2-ой уровень; 
(б) 3-ий уровень; (в) 4-ый уровень. 

 
Анализ диаграммы (рис. 3) позволяет утверждать, что рекурсивное определение 

алгоритмов ранжирования, начиная со второго уровня (݊ ൒ 2), примет вид 
௡ݎܨ (2)

௝ ൌ ଵݎܨ
௝ሼݎܨ௡ିଵ

௦ ሺܭ௡ିଵ
௧ ሻ௜ሽ, ݅ ൌ 1,2, … , ݆ 

Параметры s и t в выражении (2) определяются структурой критериев (n-1) – ого 
уровня (1). 

Подводя итоги можно сделать следующий вывод о том, что полученные 
рекурсивные определения критериев и алгоритмов ранжирования могут быть 
полезными при разработке встроенного программного обеспечения для решения 
многокритериальных задач. 
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