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Аннотация: Рассмотрена задача о сближении с целевым множеством для
управляемой системы, в которой на момент начала движения присутствует
неопределенный постоянный параметр. Предполагается, что данная
параметрическая неопределенность является устранимой, т.е. применив к
системе некоторое пробное управление и понаблюдав за реакцией системы,
можно восстановить неопределенный параметр. Рассмотрены некоторые алгоритмы
восстановления неопределенного постоянного параметра, а именно, на основе правой
разностной производной, центральной разностной производной и с применением
линейной интерполяции. Приведены оценки погрешности этих алгоритмов.

1. Введение

Многие практические задачи управления имеют параметрическую
неопределенность. В части из них имеется так называемая устранимая
параметрическая неопределенность. К такому типу неопределенностей относятся
те параметры и характеристики системы управления, которые являются априорно
неизвестными, но могут быть оценены или вычислены в процессе реальной работы
по оперативным данным, поступающих от измерительных систем [1]. Для решения
такого рода задач М.С. Никольский в работе [2] предложил следующую общую
схему, состоящую из трех этапов:

1) сбор информации о системе,
2) устранение неопределенности,
3) переход к активному управлению.
Здесь мы обсудим первый и второй этапы из этой схемы, а именно,

восстановление неопределенного (на момент начала движения) постоянного
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параметра по двум-трем измерениям фазового состояния системы, начавшей свое
движение под действием некоторого кратковременного пробного управления.

2. Постановка задачи

Пусть на конечном промежутке времени 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜗] задана управляемая система

(1)

⎧⎨⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝛼),

𝑥(𝑡0) = 𝑥(0),

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 – фазовый вектор системы, (𝑡0, 𝑥
(0)) – начальное положение системы,

𝑢(𝑡) – допустимое управление, 𝛼 – постоянный параметр, удовлетворяющий
включению 𝛼 ∈ L , L ∈ comp(R𝑞).

Здесь R𝑘 – евклидово пространство размерности 𝑘, comp(R𝑘) – пространство
компактов в R𝑘 с хаусдорфовой метрикой.

Под допустимым управлением 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜗], понимаем измеримую по Лебегу
на [𝑡0, 𝜗] вектор-функцию со значениями в 𝑃 , где 𝑃 ∈ comp(R𝑝).

Предполагаем выполнеными следующие условия.
A. Вектор-функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼) определена, непрерывна на [𝑡0, 𝜗] × R𝑛 × 𝑃 × L

и для любой ограниченной и замкнутой области Ω ⊂ [𝑡0, 𝜗] × 𝑅𝑛 найдется такая
константа 𝐿 = 𝐿(Ω) ∈ (0,∞), что

‖𝑓(𝑡, 𝑥(1), 𝑢, 𝛼)− 𝑓(𝑡, 𝑥(2), 𝑢, 𝛼)|| ⩽ 𝐿||𝑥(1) − 𝑥(2)‖,

(𝑡, 𝑥(𝑖), 𝑢, 𝛼) ∈ Ω× 𝑃 × L , 𝑖 = 1, 2;

здесь ‖ · ‖ – евклидовая норма вектора в R𝑛.
B. Найдется такое 𝛾 ∈ (0,∞), что

‖𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼)‖ ⩽ 𝛾(1 + ‖𝑥‖), (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼) ∈ [𝑡0,∞)× R𝑛 × 𝑃 × L .

Замечание 1. Как известно [3, §2.1], условий A и B достаточно,
чтобы каждому допустимому управлению 𝑢(𝑡) соответствует движение 𝑥(𝑡),
являющееся решением системы (1) в классе абсолютно непрерывных функций. При
этом производная �̇�(𝑡) понимается в обобщенном смысле и для нее выполняется
формула Ньютона-Лейбница (см., напр., [4, гл. 2, §4]).

Замечание 2. Учитывая условие A, получаем, что для любой ограниченной и
замкнутой области Ω ⊂ [𝑡0,Θ]× R𝑛 функция

𝜔(1)(𝜏) = max{‖𝑓(𝑡*, 𝑥, 𝑢, 𝛼)− 𝑓(𝑡*, 𝑥, 𝑢, 𝛼)‖ :

(𝑡*, 𝑥, 𝑢, 𝛼) и (𝑡*, 𝑥, 𝑢, 𝛼) из Ω× 𝑃 × L , |𝑡* − 𝑡*| ⩽ 𝜏}, 𝜏 ∈ (0,∞),

удовлетворяет предельному соотношению 𝜔(1)(𝜏) ↓ 0 при 𝜏 ↓ 0.
Для удобства зафиксируем область Ω так, чтобы в ней содержались

всевозможные движения системы (1) при всевозможных значениях параметра
𝛼 ∈ L вместе с некоторой достаточно большой их окрестностью по фазовой
переменной 𝑥. Существование такой области обеспечивает условие B.
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Пусть некоторый компакт 𝑀 ⊂ R𝑛 – целевое множество для системы (1).
Прежде чем приступить к постановке и обсуждению задач, относящихся к

сближению системы (1) с 𝑀 , оговорим информационные условия, в рамках которых
осуществляется управление системой (1).

Во-первых, в начальный момент времени 𝑡0 лицу, управляющему системой (1),
неизвестно то значение 𝛼 ∈ L , которое присутствует в системе (1); ему известно
лишь само ограничение L .

Во-вторых, можно измерять фазовую переменную 𝑥(𝑡) лишь с погрешностью, не
превосходящей 𝛿, т.е.

(2) ‖𝑥*(𝑡)− 𝑥(𝑡)‖ ⩽ 𝛿,

где 𝑥*(𝑡) – результат измерения 𝑥(𝑡). В частности, вместо начального состояния
𝑥(𝑡0) = 𝑥(0) известно лищь его приближенное значение 𝑥*(𝑡0), такое что ‖𝑥*(𝑡0) −
𝑥(𝑡0)‖ ⩽ 𝛿.

Тем самым мы оговорили информационные условия.
Задачу о сближении с целевым множеством 𝑀 для системы (1) можно решать

поэтапно, путем решения следующих двух задач.

Задача 1. Требуется приближенно выделить присутствующее в системе (1)
значение 𝛼 ∈ L .

Задача 2. Требуется сконструировать программное управление, переводящее
движение 𝑥(𝑡) системы (1) в малую окрестность целевого множества𝑀 в момент
времени 𝑡 = 𝜗.

Задачу 2 можно решать, применяя стандартные методы (например, пиксельные
методы [5] конструирования и представления множеств разрешимости задачи
о сближении, метод экстремального прицеливания Н.Н. Красовского [6, 7]) и
используя приближенно восстановленное значение параметра. Оценка возникающей
при этом дополнительной погрешности выполнена в работе [8]. В связи с этим здесь
рассмотрим только решение задачи 1.

3. Алгоритмы восстановления неопределенного
постоянного параметра

Обозначим 𝐹 (𝑡0, 𝑥
*(0), 𝑢*) = {𝑓(𝑡0, 𝑥*(0), 𝑢*, 𝛼) : 𝛼 ∈ L }.

3.1. Алгоритм на основе правой разностной производной

Пусть дополнительно к условиям A, B выполняется следующее условие.
C1. Существует однозначное отображение 𝛼(·) : 𝐹 (𝑡0, 𝑥

*(0), 𝑢*) ↦→ L и функция
κ(𝛼) ↓ 0 при 𝛼 ↓ 0 такие, что

𝑓(𝑡0, 𝑥
*(0), 𝑢*, 𝛼(𝑓

0)) = 𝑓 0, (𝑡0, 𝑥
*(0), 𝑢*) ∈ Ω×𝑃, 𝑓 0 ∈ 𝐹 (𝑡0, 𝑥

*(0), 𝑢*);

‖𝛼(𝑓*)− 𝛼(𝑓 *)‖ ⩽ κ(‖𝑓* − 𝑓 *‖), 𝑓*, 𝑓
* ∈ 𝐹 (𝑡0, 𝑥

*(0), 𝑢*),

для любого 𝑥*(0) из окрестности 𝑥(0).
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Алгоритм 1. 1) Вычисляем ∆ = argmin
{︁
𝜔(1)(∆) + 𝐿𝐾∆) +

2𝛿

∆

}︁
.

2) Измеряем начальное состояние 𝑥(𝑡0) с погрешностью, непревосходящей 𝛿.
Результат измерения обозначим через 𝑥*(𝑡0).

3) На промежутке [𝑡0, 𝑡0+∆] воздействуем на систему пробным управляющим
вектором 𝑢*, для которого выполняется условие C1.

4) В момент времени 𝑡 = 𝑡0 + ∆ получаем 𝑥*(𝑡0 + ∆) – результат измерения
𝑥(𝑡0 +∆).

5) Вычисляем вектор 𝑓 =
𝑥*(𝑡0 +∆)− 𝑥*(𝑡0)

∆
и его проекцию 𝑓 0 на множество

𝐹 (𝑡0, 𝑥
*(𝑡0), 𝑢*). Если в 𝐹 (𝑡0, 𝑥

*(𝑡0), 𝑢*) существует несколько ближайших точек к
𝑓 , то выбираем любую.

6) Приближенное значение искомого параметра 𝛼 находим из уравнения

𝑓(𝑡0, 𝑥
*(𝑡0), 𝑢*, 𝛼

*) = 𝑓 0.

В работе [9] доказано, что алгоритм 1 восстанавливает неопределенный параметр
𝛼 с погрешностью

‖𝛼* − 𝛼‖ ⩽ κ
(︁
2𝜔(1)(∆) + 2𝐿𝐾∆+

4𝛿

∆

)︁
,

где 𝐾 = max{‖𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼)‖ : (𝑡, 𝑥) ∈ Ω, 𝑢 ∈ 𝑃, 𝛼 ∈ L }.

3.2. Алгоритм на основе центральной разностной

производной

Пусть при любых фиксированных 𝛼 ∈ L и 𝑢 ∈ 𝑃 функция 𝑓(·, ·, 𝑢, 𝛼) ∈ 𝐶2(Ω);
выполняется следующее дополнительное условие.

C2. Существует однозначное отображение 𝛼(·) : 𝐹 (𝑡0+∆/2, 𝑥*(𝑡0+∆/2), 𝑢*) ↦→ L
и функция κ(𝛼) ↓ 0 при 𝛼 ↓ 0 такие, что

𝑓(𝑡0 +∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2), 𝑢*, 𝛼(𝑓
0)) = 𝑓 0,

(𝑡+∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2), 𝑢*) ∈ Ω× 𝑃, 𝑓 0 ∈ 𝐹 (𝑡0 +∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2), 𝑢*),

‖𝛼(𝑓*)− 𝛼(𝑓 *)‖ ⩽ κ(‖𝑓* − 𝑓 *‖), 𝑓*, 𝑓
* ∈ 𝐹 (𝑡0 +∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2), 𝑢*).

Алгоритм 2. 1) Вычисляем постоянную 𝐾2 как оценку сверху величины

max
(𝑡,𝑥)∈Ω,𝑢∈𝑃,𝛼∈L

⃦⃦⃦𝜕2𝑓

𝜕𝑡
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑥
𝑓 +

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑓
⃦⃦⃦
, где 𝜙 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑓 ; вычисляем ∆ = 2 4

√︂
𝛿

𝐾2

(если

это значение слишком велико, то выбираем ∆ поменьше).
2) Измеряем начальное состояние 𝑥(𝑡0) с погрешностью, непревосходящей 𝛿.

Результат измерения обозначим через 𝑥*(𝑡0).
3) На промежутке [𝑡0, 𝑡0+∆] воздействуем на систему пробным управляющим

вектором 𝑢*, для которого выполняется условие C2.
4) Получаем 𝑥*(𝑡0 + ∆/2) и 𝑥*(𝑡0 + ∆) – результаты измерений 𝑥(𝑡0 + ∆/2) и

𝑥(𝑡0 +∆) с погрешностью, непревосходящей 𝛿.

5) Вычисляем вектор 𝑓 =
𝑥*(𝑡0 +∆)− 𝑥*(𝑡0)

∆
и его (любую) проекцию 𝑓 0 на

множество 𝐹 (𝑢*)(𝑡0 +∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2)) = {𝑓(𝑡0 +∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2), 𝑢*, 𝛼) : 𝛼 ∈ L }.
6) Приближенное значение искомого параметра 𝛼 находим из уравнения

𝑓(𝑡0 +∆/2, 𝑥*(𝑡0 +∆/2), 𝑢*, 𝛼
*) = 𝑓 0.
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В работе [10] доказано, что для восстановленного по алгоритму 2 значения 𝛼*

параметра 𝛼 выполняется оценка

‖𝛼* − 𝛼‖ ⩽ κ
(︁
(1 + 𝐿)𝛿 +

4𝛿

∆
+

∆3𝐾2

12

)︁
.

3.3. Алгоритм на основе линейной интерполяции

Предположим теперь, что 𝛼 – скалярный параметр из отрезка L = [𝑎, 𝑏].
Пусть дополнительно к условиям A, B выполняется следующее условие.
C3. Вектор-функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼) является дважды непрерывно дифференцируемой

по 𝛼 в области L при любых фиксированный (𝑡, 𝑥, 𝑢) ∈ Ω×𝑃 . При этом существуют
постоянные𝑚1 > 0 и𝑚2 ⩾ 0, для которых всюду в Ω×𝑃×L выполнены неравенства⃦⃦⃦⃦

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼)

𝜕𝛼

⃦⃦⃦⃦
⩾ 𝑚1,

⃦⃦⃦⃦
𝜕2𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝛼)

𝜕𝛼2

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝑚2.

Алгоритм 3. 1) Вычисляем постоянные 𝑚1 и 𝑚2.
2) Учитывая ценку погрешности (приведенную ниже), выбираем пробный

управляющий вектор 𝑢* (для которого выполняется условие С3), длительность
его действия ∆, натуральные числа 𝑁 и 𝑁𝑡.

3) Обозначим через ∆𝑡 = ∆/𝑁 , ∆𝛼 = (𝑏− 𝑎)/𝑁 и введем равномерные разбиения
Γ𝑡 = {𝜏0 = 𝑡0, 𝜏1 = 𝑡0 + ∆𝑡, ..., 𝜏𝑁𝑡 = ∆}, Γ = {𝛼0 = 𝑎, 𝛼1 = 𝑎 + ∆𝛼, ..., 𝛼𝑘 = 𝑎 +
𝑘∆𝛼, ..., 𝛼𝑁 = 𝑏}.

4) Измеряем начальное состояние 𝑥(𝑡0) с погрешностью, непревосходящей 𝛿.
Результат измерения обозначим через 𝑥*(𝑡0).

5) Для каждого 𝛼(𝑘), 𝑘 = 1, 𝑁 , вычисляем методом Эйлера с шагом ∆𝑡 = ∆/𝑁𝑡

прогнозную траекторию �̂�(𝑘)(𝑡) как решение начальной задачи Коши⎧⎨⎩ 𝑑�̂�(𝑘)(𝑡)

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑓(𝑡, �̂�(𝑘)(𝑡), 𝑢*, 𝛼

(𝑘)), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 +∆),

�̂�(𝑘)(𝑡0) = 𝑥*(𝑡0).

Запоминаем значения �̂�||(𝑘)(𝑡0 + ∆), 𝑘 = 1, 𝑁 . Погрешногсть метода Эйлера
обозначим через 𝑟(∆𝑡) = max

𝑘
||�̂�(𝑘)(𝑡0 +∆) − 𝑥(𝑘)(𝑡0 +∆)||, где 𝑥(𝑘)(𝑡0 +∆) – точное

состояние системы в момент 𝑡 = 𝑡0+∆, соответствующее начальному состоянию
𝑥(0) и параметру 𝛼 = 𝛼(𝑘).

6) На промежутке времени 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + ∆] воздействуем на систему ранее
выбранным пробным управляющим вектором 𝑢*.

7) Получаем измерение 𝑥*(𝑡0 +∆) фазовой переменной 𝑥(𝑡0 +∆).
8) Находим проекцию 𝑥(𝑡0 +∆) на ближайший отрезок [�̂�𝑗(𝑡0 +∆), �̂�𝑗+1(𝑡0 +∆)]

из множества отрезков [�̂�𝑘(𝑡0 +∆), �̂�𝑘+1(𝑡0 +∆)], 𝑘 = 0, 𝑁 − 1.
9) Вычисляем приближенное значение искоого параметра 𝛼 по формуле

𝛼* =
‖𝑥(𝑡0 +∆)− �̂�𝑗+1(𝑡0 +∆)‖
‖�̂�𝑗+1(𝑡0 +∆)− �̂�𝑗(𝑡0 +∆)‖

𝛼(𝑗)+
‖𝑥(𝑡0 +∆)− �̂�𝑗(𝑡0 +∆)‖

‖�̂�𝑗+1(𝑡0 +∆)− �̂�𝑗(𝑡0 +∆)‖
𝛼(𝑗+1).

Используя [11, лемма 1], можно доказать, что в этом случае

‖𝛼* − 𝛼‖ ⩽
1

𝑚1∆

(︂(︁3
8
𝑚2∆

2
𝛼 + 𝛿

)︁(︁
1 +

𝑟(∆𝑡)
√
2

∆𝛼

)︁
+ 𝑟(∆𝑡)

)︂
.
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4. Заключение

Использование пробного управления для восстановления неопределенного
постоянного параметра требует не только высокой точности, но и максимального
быстродействия для скорейшего перехода к так называемому «активному
управлению». Быстродействие может быть обеспечено прежде всего уменьшением
времени действия пробного управляющего вектора. Неявным дополнительным
ограничением для решения задач управления в режиме реального времени
является невозможность применения чрезмерно «тяжелых» вычислительных
процедур. Наиболее перспективными выглядят алгоритмы, основанные на линейной
интерполяции. Дальнейшие исследования могут быть посвящены разработке
новых алгоритмов на основе линейной и нелинейной интерполяции, которые
восстанавливают неопределенные векторные параметры. Тем не менее, алгоритм
на основе правой разностной производной остается актуальным при решении
практических задач управления за счет его применимости к системам самого
общего вида с минимальными условиями на гладкость правой части.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-11-
00217, https://rscf.ru/project/24-11-00217/.
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