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Аннотация: В статье приведена модификация классического алгоритма адаптивного 
управления по выходу с целью гарантии нахождения выходного сигнала в заданном 
разработчиком множестве в любой момент времени. В отличие от классического 
адаптивного управления, где нельзя повлиять на качество переходного процесса, 
качество регулирования в установившемся режиме и время переходного процесса, здесь 
предлагается дополнить классическую процедуру управления нелинейным законом для 
решения данной задачи. Нелинейный закон управления основан на преобразовании 
выходной переменной так, чтобы задача с ограничениями свелась к задаче без 
ограничений, что и позволяет в дальнейшем применять известные методы адаптивного 
управления. Приведен пример, иллюстрирующий эффективность предложенного 
метода.  

 

1. Введение 
 
Адаптивное управление широко используется для управления в условии 

параметрической неопределенности объекта и наличии внешних возмущений. 
Зачастую цель адаптивного управления заключается в стабилизации выхода объекта в 
ограниченном множестве за конечное время [2, 3, 6, 7-9, 11, 12, 15, 16]. В настоящее 
время разрабатывается адаптивное управление с обеспечением требуемого качества 
переходных процессов. Ранее были предложены методы нелинейного управления [4, 
13] с гарантией нахождения выходных переменных в заданных множествах. Однако 
данные методы применимы в условиях известных параметров объекта. В настоящем 
докладе описываются результаты исследования [14]. 

 

2. Основной текст 
 

2.1. Постановка задачи 
Рассмотрим динамическую систему 

(1) ܳሺሻݕሺݐሻ ൌ ܴሺሻݑሺݐሻ  ݂ሺݐሻ, 
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где ݑ ,0 ⩽ ݐሺݐሻ ∈ Թ – сигнал управления, ݕሺݐሻ ∈ Թ – выходной сигнал, доступный 
измерению, ݂ሺݐሻ ∈ Թ – ограниченное возмущение, ܳ() и ܴ() – линейные 
дифференциальные операторы с постоянными неизвестными коэффициентами и 
порядками ݊ и ݊–1 соответственно, ܴ() – гурвицев полином, ݐ݀/݀ = . 

Требуется разработать закон управления, который обеспечит нахождение 
выходного сигнала объекта (ݐ)ݕ в следующем множестве 
(2) ܻ ൌ ቄ݃ሺݐሻ ൏ ሻݐሺݕ ൏ ݃̅ሺݐሻቅ 	для	любых	ݐ  0, 

где ݃(ݐ) и ݃(ݐ) – ограниченные функции вместе со своими первыми производными по 
времени. Данные функции выбираются разработчиком исходя из требований работы 
системы. 

Например (см. рис. 1), можно гарантировать переходные процессы в заданной 
трубке, границы которой монотонно сходятся к окрестности нуля за заданное время ܶ. 
Описанное будет наглядно продемонстрировано в приложении в конце статьи. 

 
Рис. 1. Частная иллюстрация цели управления. 

 
Объекты управления с первой относительной степенью часто исследуются в 

литературе [1, 6, 9, 12] и могут описывать процесс заполнения жидкости в наливных 
танках [8], динамику трансмиссии в механической коробке передач [11], динамику 
колебательных систем [5] и т. д. Важно, что для таких объектов различными методами 
управления (метод непосредственной компенсации, метод скоростного градиента [2, 3, 
9, 10] и т.п.) можно получить одну и ту же структуру закона адаптивного управления. 
Для объекта же с относительной степенью больше единицы различные подходы 
приводят к совершенно различным алгоритмам управления [2]. Поэтому в статье 
акцентировано внимание на объекте с единичной относительной степенью, чтобы 
продемонстрировать применение единой структуры адаптивного управления для 
решения задачи с гарантией заданного качества. Однако, как будет видно из 
полученных результатов, решение легко может быть обобщено на задачи управления с 
относительной степенью больше единицы, в частности, с использованием 
модифицированного объекта управления линейным объектом случае будут получены 
различные алгоритмы управления. 

 
2.2. Метод решения 

Согласно [2, 9, 10], перепишем выражение (1) в виде 

ݕ (3) ൌ 
ା

ቂݑሺݐሻ  ேభሺሻ

ெሺሻ
ሻݐሺݑ  ேమሺሻ

ெሺሻ
ሻݐሺݕ  ሻݐሺݕ݇  ఏ

ெሺሻ
݂ሺݐሻ∈ ሺݐሻቃ, 

где	  известный коэффициент, km, a > 0 – известный положительный – ߠ
высокочастотный коэффициент усиления, ܯ(p) известный гурвицевый полином 
порядка ݊‐1, ܰ1() и ܰ2() – линейные дифференциальные операторы порядков ݊‐2 
каждый и с неизвестными коэффициентами, ߳(ݐ) – экспоненциально затухающая 
функция, обусловленная ненулевыми начальными условиями (1). 

Введем 
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ܰ1ሺሻ ൌ ൣܿ1,0, ܿ1,1, . . . , ܿ1,݊െ2൧ൣ1, , . . . , െ2൧݊
ܶ
,

ܰ2ሺሻ ൌ ൣܿ2,0, ܿ2,1, . . . , ܿ2,݊െ2൧ൣ1, , . . . , െ2൧݊
ܶ
,

ܿ0 ൌ െൣܿ1,0, ܿ1,1, . . . , ܿ1,݊െ2, ܿ2,0, ܿ2,1, . . . , ܿ2,݊െ2, ݇൧,
߱ሺݐሻ ൌ ,ሻݐሺݕܸ,ሻݐሺݑ൛ܸ݈ܿ ,ሻൟݐሺݕ

 

где ܿ0 – вектор постоянных неизвестных параметров, ഥ݂ሺݐሻ ൌ ߠ
ሻሺܯ

݂ሺݐሻ – новое 

ограниченное возмущение в силу ограниченности исходной функции ݂ሺݐሻ и 
гурвицевости полинома ܯሺሻ, ߱ሺݐሻ – вектор регрессии, составленный с помощью 
следующих фильтров: 

(4) 
ሶܸ
ሻݐሺݑ ൌ ሻݐሺݑܸܨ  ሺ0ሻݑܸ,ሻݐሺݑܾ ൌ 0,
ሶܸ
ሻݐሺݕ ൌ ሻݐሺݕܸܨ  ሺ0ሻݕܸ,ሻݐሺݕܾ ൌ 0.

 

В данном выражении ܸݕܸ,ݑ ∈ Թ
݊െ1, ܨ – матрица в форме Фробениуса с 

характеристическим многочленом (ߣ)ܯ, ܾ ൌ ሾ0, 0, … , 1ሿ். 
Учитывая введенные обозначения, перепишем (3) как 

ሶݕ (5) ሺݐሻ ൌ െܽݕሺݐሻ  ሻݐሺݑൣ݉݇ െ ܿ0ܶ߱ሺݐሻ  ഥ݂ሺݐሻ∈ ሺݐሻ൧. 
Согласно [4, 7], для решения задачи управления с заданными ограничениями 

введем замену выходной переменной ݕ	в виде 

ሻݐሺݕ (6) ൌ Φሺߝሺݐሻ, ሻݐ ൌ
തሺ௧ሻഄାሺ௧ሻ

ഄାଵ
, 

где ߝሺݐሻ ∈ Թ – непрерывно-дифференцируемая функция по ݐ, Φ(ݐ ,ߝ) удовлетворяет 
следующим условиям: 

(а) ݃ሺݐሻ ൏ Φߝሺݐሻ ൏ ݃ሺݐሻ для любых 0 ⩽ ݐ и ߝሺݐሻ ∈ Թ; 

(b) существует обратное отображение ߝሺݐሻ ൌ Φିଵሺݕ,  ;0 ⩽ ݐ Y и ∋ ݕ ሻ для любыхݐ
(c) функция Φ(ݐ ,ߝ) непрерывно-дифференцируемая по ߝ и ݐ, а также ∂Φሺݐ,ߝሻ

ߝ∂
് 0 для 

любых ݕ ∈ Y и 0 ⩽ ݐ; 
(d) функция ∂Φሺݐ,ߝሻ

ݐ∂
 ограничена по 0 ⩽ ݐ для любых	ߝሺݐሻ ∈ Թ. 

Теперь определим динамику по переменной ߝ для исследования устойчивости 
замкнутой системы. Для этого найдем полную производную по времени от (6) в виде 

ሶݕ ሺݐሻ ൌ
߲Φሺߝ, ሻݐ
ߝ߲

ሶߝ 
߲Φሺߝ, ሻݐ
ݐ߲

. 

Так как ∂Φሺݐ,ߝሻ
ߝ∂

് 0, то, принимая во внимание (5), перепишем последнее равенство 
как 

ሶߝ (7) ൌ ቀ
߲Φሺݐ,ߝሻ
ߝ߲

ቁ
െ1

ቀെܽݕሺݐሻ  ሻݐሺݑൣ݉݇ െ ܿ0ܶ߱ሺݐሻ  ഥ݂ሺݐሻ∈ ሺݐሻ൧ െ ߲Φሺݐ,ߝሻ
ݐ߲

ቁ. 
То есть, с помощью преобразования координат (6) исходная задача с 

ограничениями сведена к задаче без ограничений. Теперь необходимо синтезировать 
закон управления ݑ, обеспечивающий устойчивость по вход-состоянию системы (7).  

Зададим закон управления в виде 

(8) 

ሻݐሺݑ ൌ ሻݐ1ሺݑ  ,ሻݐ2ሺݑ
ሻݐ1ሺݑ ൌ ܿܶሺݐሻ߱ሺݐሻ,

ሻݐ2ሺݑ ൌ
1
݇݉

ቂܽݕሺݐሻ  ߲Φሺݐ,ߝሻ
ݐ߲

െ ሻቃݐሺߝߙ .
 

Здесь (ݐ)1ݑ – закон адаптивного управления, (ݐ)2ݑ – закон управления, 
гарантирующий нахождение (ݐ)ݕ в множестве (2), ܿ(ݐ) – вектор настраиваемых 
параметров, ߙ – положительный коэффициент. 

Подставив (8) в (7), получим 

ሶߝ (9) ൌ ቀ
߲Φሺݐ,ߝሻ
ߝ߲

ቁ
െ1

൫െߝߙሺݐሻ  ݇݉ൣ൫ܿܶ െ ܿ0ܶ൯߱ሺݐሻ  ഥ݂ሺݐሻ∈ ሺݐሻ൧൯. 
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Теорема 1. Пусть для преобразования (5) выполнены условия (а)-(г), ߲Φ(ݐ,ߝ)/߲0 < ߝ 

для любых ߝ и ݐ, а также sup ቄడФ
ሺఌ,௧ሻ

డఌ
ቅ ൏ ∞. Тогда для любых 0 < ߚ ,0 < ߙ, γ > 0 закон 

управления (7) вместе с алгоритмом адаптации. 

(10) ሶܿ ሺݐሻ ൌ െߚቀ߲Φሺݐ,ߝሻ
ߝ߲

ቁ
െ1
ሻݐሻ߱ሺݐሺߝ െ  ሻݐсሺߛ

гарантирует принадлежность выходного сигнала y(t) множеству (2). 
 

2.2. Пример 
Рассмотрим объект управления (1) с различными коэффициентами в операторах 

 :()ܴ и ()ܳ
ܳሺሻ ൌ ሺ െ 1ሻଷиܴሺሻ ൌ ሺ  1ሻଶ,
ܳሺሻ ൌ ଷ െ ଶ5  3 െ 1иܴሺሻ ൌ 0.5ሺ  1ሻଶ,
ܳሺሻ ൌ ଷ  ଶ5 െ 7  5иܴሺሻ ൌ 0.5ሺ  1ሻଶ,

 

начальными условиями ଶݕሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻݕ ൌ ሺ0ሻݕ ൌ 4 и возмущением ݂ሺݐሻ ൌ 5 
5sinሺ1.5ݐሻ  3cosሺ0.8ݐሻ  ݀ሺݐሻ, где ݀ሺݐሻ ൌ ൛ݐܽݏ መ݀ሺݐሻൟ,  –ሻݐሼ⋅ሽ– функция насыщения, መ݀ሺݐܽݏ
белый шум, моделируемый в Matlab Simulink с помощью блока «Band-Limited White 
Noise» с мощностью шума 1 и периодом дискретизации 0.1.  

Качество управления определим функциями ݃̅ሺݐሻ ൌ 4݁ିଷ௧  0.1, ݃ሺݐሻ ൌ 3.8݁ିଷ௧ െ

0.1.Зададим в фильтрах (4)  

ܨ ൌ ቂ0 1
െ1 െ2

ቃ. 

В законе управления (7) зададим 1 = ܽ ,1 = ߙ и ݇݉ = 1. В алгоритме адаптации (14) 
зададим 1 = ߚ и 1 = ߛ. 

Сравним предложенный алгоритм управления с классическим адаптивным 
управлением [2, 3, 9, 10]. Выберем в данном адаптивном алгоритме те же параметры, 
что и в предложенном алгоритме. 

На рис. 3 приведены результаты переходных процессов для алгоритма [2, 3, 9, 10] и 
предложенного закона управления при параметрах (a), (b) и (c). 

Достоинство предложенного алгоритма, в отличие от [2, 3, 9, 10], очевидно: 
переходные процессы всегда содержатся в трубке (2), границами которой можно задать 
качество переходных процессов. Так, полученные процессы почти экспоненциально 
затухают в предельное множество (-0.1; 0.1) за время 1.5 с., в то время как алгоритмы 
[2, 3, 9, 10] не контролируемы в плане переходного процесса и времени переходного 
процесса, а так же невозможно априори определить качество выходной переменной в 
установившемся режиме. 

 

3. Заключение 
 
В статье применены методы классического адаптивного управления [2, 3, 9, 10] и 

метод нелинейного управления [4, 7], которые позволили создать новый метод 
адаптивного управления, гарантирующий заданной качество переходных процессов. 
Вначале используется метод [4, 7], позволяющий преобразовать задачу с 
ограничениями к задаче без ограничений. Затем применяется классический метод 
адаптивного управления [2, 3, 9, 10]. Результаты моделирования подтвердили 
теоретические выводы и показали, что в классических схемах адаптивного управления 
при различных параметрах объекта наблюдаются существенно разные 
неконтролируемые переходные процессы, в то время как в новой схеме управления при 
тех же параметрах гарантируется почти заданное качество переходных процессов. 
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Приложение. Доказательство теоремы 1 
 

Зададим функцию Ляпунова вида 

(П1) ܸ ൌ ଵ

ଶ
ଶߝ  

ଶఉ
ሺܿ െ ܿሻ்ሺܿ െ ܿሻ  ܪ  ቀడሺఌሺ௦ሻ,௦ሻ

డఌሺ௦ሻ
ቁ
ିଵ
∈ଶ ሺݏሻ݀ݏ

ஶ
௧ , 

где H > 0. Найдем полную производную от (П1) по времени с использованием 
выражений (8) и (10), получим 

(П2) ሶܸ ൌ ቀ
߲Φሺݐ,ߝሻ
ߝ߲

ቁ
െ1
ሻݐሺߝߙെൣߝ  ݇݉ഥ݂ሺݐሻ  ݇݉ ∈ ሺݐሻ൧ െ ݇݉

ߛ
ߚ
ܿܶሺܿ െ ܿ0ሻ െܪቀ

߲Φሺݐ,ߝሻ
ߝ߲

ቁ
െ1
∈2 ሺݐሻ. 

Воспользуемся формулой квадрата разности для выведения следующих 
соотношений: 

(П3) 

ሻݐሻഥ݂ሺݐሺߝ  0,5 ൬1
ߥ
ሻݐ2ሺߝ  ഥ݂ߥ

2
ሺݐሻ൰ ,

ሻݐሺߝ ∈ ሺݐሻ  0,5 ቀ1
ߥ
ሻݐ2ሺߝ  ߥ ∈2 ሺݐሻቁ ,

сܶሺܿ െ ܿ0ሻ ൌ 0.5ൣሺܿ െ ܿ0ሻܶሺܿ െ ܿ0ሻ  сܶс െ ܿ0ܶܿ0൧.

 

Тогда производная функции Ляпунова будет равна: 

ሶܸ  ൬
߲Φሺߝ, ሻݐ
ߝ߲

൰
ିଵ

െߝߙଶሺݐሻ  0,5݇ ൬
1
ߥ
ሻݐଶሺߝ  sup൛݂̅ൟߥ

ଶ
൰  ݇0,5 ൬

1
ߥ
ሻݐଶሺߝ  ߥ ∈ଶ ሺݐሻ൰ െ ܪ ∈ଶ ሺݐሻ൨ െ

െ݇
ߛ
ߚ2

ሾሺс െ сሻ்ሺс െ сሻ  с்сሿ 
ߛ
ߚ2

с
்с.

 

Из предыдущего уравнения следует, что при выполнении условий  
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производная функции Ляпунова будет отрицательной. При этом из уравнения видно, 
что всегда существуют ߙ и H, обеспечивающие это условие. Из условия (b) следует, что 
преобразование (6) гарантирует выполнение условия (2). Теорема доказана. 
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Рис. 2. Сверху изображены переходные процессы для классического адаптивного 
управления [2, 3, 15, 16] (пунктирные линии) и предложенного адаптивного алгоритма 
(сплошные линии). Cнизу пунктирными линиями изображены графики функций ݃ሺݐሻ и 
݃ሺݐሻ, задающие качество переходных процессов, и сплошными линиями графики 

выходных сигналов с предложенным адаптивным законом управления. 
 

 
Рис. 3. Переходные процессы для предложенного адаптивного алгоритма (сплошные 
линии) при y(0) = 1. Пунктирными линиями изображены графики функций ݃ሺݐሻ и 
݃ሺݐሻ  ݃ሺݐሻ, задающие качество переходных процессов. 


