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Аннотация: Для класса нелинейных аффинных по управлению систем предложен
идентификационный подход к решению задачи адаптивного управления. В
отличие от классического адаптивного управления устойчивость замкнутой системы
достигается только при сходимости настраиваемых параметров к истинным
значениям. Теоретические результаты сопровождены моделированием.

1. Введение

Адаптивная система управления – это система, позволяющая за счет изменения
параметров управляющего воздействия на основе приобретаемой в процессе
функционирования объекта информации достигать требуемого качества управления
в условиях априорной неопределенности.

Рассмотрим формализацию задачи синтеза адаптивного управления системой

(1) 𝑥̇ (𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝜃) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0,

где 𝑥 (𝑡) ∈ R𝑛𝑥 – состояния, 𝑢 (𝑡) ∈ R𝑛𝑢 – управление, 𝜃 ∈ R𝑛𝜃 – вектор неизвестных
параметров, 𝐹 : R𝑛𝑥 ×R𝑛𝑢 ×R𝑛𝜃 ↦→ R𝑛𝑥 – отображение такое, что решение уравнения
(1) существует и продолжимо вправо.

Цель управления системой (1) заключается в обеспечении выполнения условия:

(2) lim
𝑡→∞

‖𝑥 (𝑡)− 𝑥*‖ = 0,

где 𝑥* – положение равновесия.
Предполагается, что для (1) существует и известно идеальное управление

(3) 𝑢* (𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝜃) ,

такое, что в замкнутой системе:

𝑥̇ (𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑣 (𝑥, 𝜃) , 𝜃)
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выполнено условие (2).
Существование (3) позволяет сформулировать задачу адаптивного управления

системой (1), как определение правой части уравнения адаптера

(4)
˙̂
𝜃 (𝑡) = 𝑤

(︁
𝑥, 𝜃

)︁
таким образом, что закон управления:

(5) 𝑢 (𝑡) = 𝑣
(︁
𝑥, 𝜃

)︁
гарантирует выполнение целевого условия (2).

Интуитивно ясно, что алгоритм адаптации (4) обеспечивает достижение
поставленной цели, если выполнено условие 𝜃 (𝑡) → 𝜃 при 𝑡 → ∞. Однако, как
широко известно [1], в стандартных решениях для достижения цели (2) оценки 𝜃(𝑡)
совершенно необязательно должны сходится к истинным значениям 𝜃, а регулятор:

𝑢 (𝑡) = 𝑣
(︁
𝑥, 𝜃∞

)︁
,

где 𝜃∞ = lim
𝑡→∞

𝜃 (𝑡), в общем случае, не является даже стабилизирующим.

Устранение выявленного противоречия между человеческой интуицией и
свойствами существующих алгоритмов адаптивного управления мотивирует
разработку концепции идентификационного подхода к адаптивному управлению.

Определение 1. Системой идентификационного адаптивного управления (или
просто идентификационного управления) будем называть систему, состоящую из
таких законов управления (5) и адаптации (4), что решение задачи (2) следует из
выполнения условия 𝜃 (𝑡) → 𝜃 при 𝑡 → ∞.

Цель этой работы заключается в разработке обобщенного идентификационного
метода адаптивного управления по состоянию нелинейными системами.

2. Постановка задачи

Рассмотрим класс нелинейных систем (1) со следующей правой частью:

(6) 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝜃) := 𝑓 (𝑥, 𝜃) + 𝑔 (𝑥, 𝜃)𝑢 (𝑡) = ΦT (𝑥, 𝑢) 𝜃, 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0,

где 𝑓 : R𝑛 × R𝑛Θ ↦→ R𝑛, 𝑔: R𝑛 × R𝑛Θ ↦→ R𝑛, Φ: R𝑛 × R𝑚 → R𝑛𝜃×𝑛 – известны.
Относительно 𝑥* и управления 𝑢 (𝑡) системы (6) принимается следующее

допущение.
Допущение 1. Существует непрерывная по всем аргументам функция 𝑢* (𝑡) =

= 𝑣 (𝑥, 𝜅 (𝜃)), такая, что замкнутая система

𝑥̇ (𝑡) = ΦT (𝑥, 𝑢*) 𝜃: = 𝑓* (𝑥)

имеет глобально асимптотически устойчивое положение равновесия 𝑥*.
В свою очередь относительно вектора параметров управления 𝜅 (𝜃) ∈ R𝑛𝜅

принимается следующее допущение.
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Допущение 2. Существуют отображения 𝒢: R𝑛𝜃 → R𝑛𝜅×𝑛𝜅, 𝒮: R𝑛𝜃 → R𝑛𝜅,
такие, что для всех ∆(𝑡) ∈ R верно:

(7)
𝒮 (𝜃) = 𝒢 (𝜃)𝜅 (𝜃) ,

Π𝜅 (∆)𝒢 (𝜃) = 𝒯𝒢 (Ξ𝒢 (∆) 𝜃) ,
Π𝜅 (∆)𝒮 (𝜃) = 𝒯𝒮 (Ξ𝒮 (∆) 𝜃) ,

где 𝒯𝒢: RΔ𝒢 → R𝑛𝜅×𝑛𝜅 , 𝒯𝒮 : RΔ𝒮 → R𝑛𝜅,

𝑑𝑒𝑡 {Π𝜅 (∆)} ⩾ ∆ℓ𝜅 (𝑡) , ℓ𝜅 ⩾ 1, 𝑟𝑎𝑛𝑘 {𝒢 (𝜃)} = 𝑛𝜅,
Ξ(.) (∆) = Ξ(.) (∆)∆ (𝑡) ∈ RΔ(.)×𝑛𝜅 , Ξ(.)𝑖𝑗

(∆) = 𝑐∆ℓ (𝑡) , 𝑐 ∈ {0, 1} , ℓ > 0,

и все введенные отображения известны.
Требуется решить задачу идентификационного адаптивного управления, то есть

обеспечить существование (2) при 𝜃 (𝑡) → 𝜃.

3. Основной результат

Сформулируем основной результат работы в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Определим сигналы 𝒴𝜅 (𝑡) и ℳ𝜅 (𝑡) следующим образом:

(8)
𝒴𝜅 (𝑡) = 𝑎𝑑𝑗

{︀
𝒯𝒢

(︀
Ξ𝒢 (∆)𝒴𝜃

)︀}︀
𝒯𝒮

(︀
Ξ𝒮 (∆)𝒴𝜃

)︀
,

ℳ𝜅 (𝑡) = 𝑑𝑒𝑡
{︀
𝒯𝒢

(︀
Ξ𝒢 (∆)𝒴𝜃

)︀}︀
,

∆(𝑡) = 𝑘 (𝑡) · 𝑑𝑒𝑡 {𝐼𝑛𝜃
− Σ (𝑡)} , 𝒴𝜃 (𝑡) = 𝑘 (𝑡) · 𝑎𝑑𝑗 {𝐼𝑛𝜃

− Σ (𝑡)}𝜗 (𝑡) ,
𝜗̇ (𝑡) = −𝜎𝜙 (𝑡)

[︀
𝜙T (𝑡)𝜗 (𝑡)− 𝑦 (𝑡)

]︀
, 𝜗 (𝑡0) = 0𝑛𝜃

,

Σ̇ (𝑡) = −𝜎𝜙 (𝑡)𝜙T (𝑡) Σ (𝑡) , Σ (𝑡0) = 𝐼𝑛𝜃×𝑛𝜃
,

𝑦 (𝑡) = 𝑥 (𝑡)− 𝑙𝑥𝑓 (𝑡)− 𝑥0𝑒
−𝑙(𝑡−𝑡0),

𝑥̇𝑓 (𝑡) = −𝑙𝑥𝑓 (𝑡) + 𝑥 (𝑡) , 𝑥𝑓 (𝑡0) = 0𝑛,
𝜙̇ (𝑡) = −𝑙𝜙 (𝑡) + Φ (𝑥, 𝑢) , 𝜙 (𝑡0) = 0𝑛𝜃×𝑛.

где 𝜎 > 0, 𝑙 > 0, 𝑘 (𝑡) ⩾ 𝑘min > 0.
Пусть Φ (𝑥, 𝑢) ∈ FE, то есть существуют 𝑡𝑒 ⩾ 𝑡+𝑟 ⩾ 𝑡0 и 𝛼 > 0 такие, что

(9)

𝑡𝑒∫︁
𝑡+𝑟

Φ (𝑥, 𝑢) ΦT (𝑥, 𝑢)𝑑𝜏 ⩾ 𝛼𝐼𝑛𝜃
> 0,

тогда закон управления 𝑢 (𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝜅̂ (𝜃)) с законом настройки:

(10)
˙̂𝜅 (𝑡) = − 𝛾0

1+ℳ2
𝜅(𝑡)

ℳ𝜅 (𝑡) (ℳ𝜅 (𝑡) 𝜅̂ (𝑡)− 𝒴𝜅 (𝑡)) ,

𝜅̂ (𝑡0) = 𝜅̂0, 𝛾0 > 0,

для всех 𝑥0 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛 таких, что ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 𝑥 (𝑡) ∈ 𝐷 гарантирует 𝜃 (𝑡) → 𝜃 при 𝑡 → ∞
и асимптотическую устойчивость положения равновесия 𝑥* системы (1) + (6).

Доказательство теоремы 1. Продифференцировав 𝜀 (𝑡) = 𝑥 (𝑡)−𝑙𝑥𝑓 (𝑡), имеем
𝜀̇ (𝑡) = ΦT (𝑥, 𝑢) 𝜃 − 𝑙𝜀 (𝑡) , 𝜀 (𝑡0) = 𝑥0, откуда получаем 𝑦 (𝑡) = 𝜙T (𝑡) 𝜃. Подставив это
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выражение в определение 𝜗̇ (𝑡) и разрешив полученное дифференциальное уравнение,
имеем:

𝜗 (𝑡)− 𝜃 = Σ(𝑡) (𝜗 (𝑡0)− 𝜃) ⇔ 𝜗 (𝑡) = (𝐼𝑛𝜃
− Σ (𝑡)) 𝜃.

Умножив функцию 𝜗 (𝑡) на 𝑘(𝑡) · 𝑎𝑑𝑗 {𝐼𝑛𝜃
− Σ (𝑡)}, в силу свойства

𝑘(𝑡) · 𝑎𝑑𝑗 {𝐼𝑛𝜃
− Σ (𝑡)} (𝐼𝑛𝜃

− Σ (𝑡)) = 𝑘(𝑡) · 𝑑𝑒𝑡 {𝐼𝑛𝜃
− Σ (𝑡)} 𝐼𝑛𝜃

получаем 𝒴𝜃 (𝑡) = ∆ (𝑡) 𝜃. Воспользовавшись свойством Ξ(.) (∆) = Ξ(.) (∆)∆ (𝑡) из
допущения 2, имеем 𝒯𝒮

(︀
Ξ𝒮 (∆)𝒴𝜃

)︀
= 𝒯𝒢

(︀
Ξ𝒢 (∆)𝒴𝜃

)︀
𝜅 (𝜃), что позволяет получить

связь сигналов (8) через регрессионное уравнение 𝒴𝜅 (𝑡) = ℳ𝜅 (𝑡)𝜅 (𝜃).
По лемме 6.8 из [2] при выполнении (9) также верно 𝜙 ∈ FE. В утверждении 1

из [3] было доказано выполнение ∆(𝑡) ⩾ ∆min > 0 для всех 𝑡 ⩾ 𝑡𝑒 при 𝜙 (𝑡) ∈ FE. Из
выполнения допущения 2 следует справедливость неравенств:

𝑑𝑒𝑡 {Π𝜅 (∆)} ⩾ ∆ℓ𝜅 (𝑡) , 𝑟𝑎𝑛𝑘 {𝒢 (𝜃)} = 𝑛𝜅,

тогда при 𝜙 (𝑡) ∈ FE для регрессора ℳ𝜅 (𝑡) для всех 𝑡 ⩾ 𝑡𝑒 оказывается верно:

|ℳ𝜅 (𝑡)| =
⃒⃒
𝑑𝑒𝑡

{︀
𝒯𝒢

(︀
Ξ𝒢 (∆)𝒴𝜃 (𝑡)

)︀}︀⃒⃒
= |𝑑𝑒𝑡 {Π𝜃 (∆)}| |𝑑𝑒𝑡 {𝒢 (𝜃)}|⏟  ⏞  

>0

⩾

⩾ ∆ℓ𝜅 (𝑡) |𝑑𝑒𝑡 {𝒢 (𝜃)}| > ∆
𝑙𝜅
min |𝑑𝑒𝑡 {𝒢 (𝜃)}| = ℳ𝜅 > 0.

Подставив в (1) + (6) закон управления 𝑢 (𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝜅̂ (𝑡)), имеем:

(11)
𝑥̇ (𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝜃) + 𝑔 (𝑥, 𝜃) 𝑣 (𝑥, 𝜅̂ (𝑡)) =
= 𝑓 (𝑥, 𝜃) + 𝑔 (𝑥, 𝜃) 𝑣 (𝑥, 𝜅̂ (𝑡))± 𝑔 (𝑥, 𝜃) 𝑣 (𝑥, 𝜅 (𝜃)) =
= 𝑓* (𝑥) + 𝑔 (𝑥, 𝜃) 𝑣 (𝑥, 𝜅̃+ 𝜅 (𝜃))− 𝑔 (𝑥, 𝜃) 𝑣 (𝑥, 𝜅 (𝜃)) : = 𝐹1 (𝑥, 𝜅̃) .

Уравнение для параметрической ошибки 𝜅̃ (𝑡), в свою очередь, может быть
записано в виде:

(12) ˙̃𝜅 (𝑡) = −𝛾0
ℳ2

𝜅 (𝑡)

1 +ℳ2
𝜅 (𝑡)

𝜅̃ (𝑡) : = 𝐹2 (𝑡, 𝜅̃) ,

где 𝐹1 (𝑥*, 0) = 0, 𝐹2 (𝑡, 0) = 0.

При Φ (𝑥, 𝑢) ∈ FE в силу |ℳ𝜅 (𝑡)| > ℳ𝜅 > 0. для множителя ℳ2
𝜅(𝑡)

1+ℳ2
𝜅(𝑡)

найдется

постоянная 𝑐 > 0 такая, что верно 0 < 𝑐 < ℳ2
𝜅(𝑡)

1+ℳ2
𝜅(𝑡)

< 1, откуда на основании (12)

следует экспоненциальная сходимость параметрической ошибки 𝜅̃ (𝑡).
Уравнения (11), (12) составляют каскадную форму, и для подсистемы

(12) за счет нормализатора 1
1+ℳ2

𝜅(𝑡)
гарантировано выполнение неравенства

sup
𝑡⩾𝑡0

sup
‖𝜅̃‖⩽𝜅max

‖∇𝜅̃𝐹2 (𝑡, 𝜅̃)‖ < ∞, что позволяет воспользоваться для доказательства

устойчивости результатами теоремы 3.2 из [4] и леммы B.4 из [5]. По доказанному
параметрическая ошибка 𝜅̃ (𝑡) экспоненциально сходится к нулю при Φ (𝑥, 𝑢) ∈ FE,
а значит, применяя результаты леммы B.4 и теоремы 3.2, положение равновесия 𝑥*

асимптотически устойчиво для всех 𝑥0 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛.
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4. Моделирование

Рассмотрим систему:

𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑎0𝑥4 − 𝑎1sin (𝑥1)− (𝑎2 + 𝑎3sin (𝑥1))𝑥3 − 𝑎4𝑥
2
3,

𝑥̇3 = −𝐾𝑥3 + 𝑎5sin (𝑥1)𝑥2 +𝐾𝑢1, 𝑥̇4 = −𝑎6𝑥4 − 𝑎7𝑥2 + 𝑢2,
𝜃 := 𝑐𝑜𝑙 {1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝐾, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7}

по методу АКАР выпишем идеальное управление 𝑢* (𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝜅 (𝜃)) : =

[︂
𝑣1
𝑣2

]︂
:

𝑣1 = −𝑎5
𝐾
sin (𝑥1)𝑥2,

𝑣2 = − 1
𝑎0
𝑥1 +

3𝑎1𝑎0
𝑎0

sin (𝑥1)− 1
𝑎0
(3− 𝑎0𝑎7 − 𝑎1cos (𝑥1))𝑥2+

+ 2
𝑎0
(𝑎2 + 𝑎3sin (𝑥1))𝑥3 +

2𝑎4
𝑎0

𝑥2
3 − (3− 𝑎6)𝑥4,

𝜅 (𝜃) = 𝑐𝑜𝑙
{︀
𝜃8𝜃

−1
7 , 𝜃−1

2 , 𝜃3, 𝜃10, 𝜃4, 𝜃5, 𝜃6, 3− 𝜃9
}︀
.

Найдем преобразования (7):

𝒢 (𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︀
𝜃7, 𝜃

2
2, 1

T
6

}︀
, 𝒮 (𝜃) = 𝑐𝑜𝑙 {𝜃8, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃10, 𝜃4, 𝜃5, 𝜃6, 3− 𝜃9} ,

𝒯𝒢
(︀
Ξ𝒢 (∆)𝒴𝜃

)︀
= 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︀
𝒴7𝜃, 𝒴2

2𝜃, 1
T
6

}︀
,

𝒯𝒮
(︀
Ξ𝒮 (∆)𝒴𝜃

)︀
= 𝑐𝑜𝑙 {𝒴8𝜃, ∆𝒴2𝜃, 𝒴3𝜃, 𝒴10𝜃, 𝒴4𝜃, 𝒴5𝜃, 𝒴6𝜃, 3∆− 𝒴9𝜃} .

,

что позволяет реализовать идентификационное адаптивное управление (10)1.

Рис. 1. Результаты моделирования
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1схему моделирования можно скачать по ссылке:https://github.com/lastconst/vspu2024_model
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