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Àííîòàöèÿ: Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ óïðàâëÿåìûõ íåëèíåéíûõ îáúåêòîâ, äèíàìèêà
êîòîðûõ îïðåäåëåíà ñèñòåìîé ÎÄÓ ñ ÷àñòè÷íî íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è
àääèòèâíûì óïðàâëåíèåì. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îíëàéí îïòèìèçàöèè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â
íàõîæäåíèè ðîáàñòíîé ðåàëèçóåìîé ñòðàòåãèè îòñëåæèâàíèÿ æåëàåìîé òðàåêòîðèè
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñ èçâåñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ïðè
óñëîâèè, ÷òî ýòè ïåðåìåííûå è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè íàáëþäàþòñÿ. Äëÿ åå
ðåøåíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ äâå êëþ÷åâûå èäåè: (1) ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíåðöèîííîãî
çåðêàëüíîãî ñïóñêà (ÇÑ) êàê íåòðèâèàëüíîãî îáîáùåíèÿ ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà,
è (2) ðàçâèòèå ìåòîäà èíòåãðàëüíîãî ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ
ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âêëþ÷àþò äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ¾æåëàåìûé ðåæèì¿ � íåñòàöèîíàðíûé àíàëîã ïîâåðõíîñòè ñêîëüæåíèÿ,
îáåñïå÷èâàþùèé ÇÑ, � ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ,
à òàêæå ïîëó÷åíèå ÿâíîé âåðõíåé ãðàíèöû äåôåêòà ôóíêöèè ñòîèìîñòè (îøèáêè
ñëåæåíèÿ).

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè è ìåòîäû èõ èòåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ
íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé (ñì., íàïðèìåð, [1�3]). Ýòè ìåòîäû
òàêæå áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà ïðîöåññû îïòèìèçàöèè äëÿ êëàññà ñòàòè÷åñêèõ
îáúåêòîâ [4�7], ãäå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ â áîëüøèíñòâå ïóáëèêàöèé, òðàêòóåìûå
êàê ìåòîäû ñòàòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (ÌÑÎ), â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ìîãóò
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áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå F (xt) →
t→∞

F ∗ := min
x∈Xadm ⊆Rn

F (x), ãäå F : Rn → R �

âûïóêëàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, Xadm � âûïóêëîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, à ïðîöåññ
(xt)t⩾0 ïîðîæäàåòñÿ ÎÄÓ ẋt = ut, t ⩾ 0, x0 ∈ Rn. Âñå èçâåñòíûå ïðîöåäóðû
ÌÑÎ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòðîåíèåì óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ut (èëè àëãîðèòìà
îïòèìèçàöèè) â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ xt (ñòðàòåãèÿ Ìàðêîâà) èëè
áîëåå ãëóáîêîé äîñòóïíîé èñòîðèè, à èìåííî: ut = u(t, xτ |τ∈[0,t]).

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùóþ è áîëåå ñëîæíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ïðîöåññ
(xt)t⩾0 ãåíåðèðóåòñÿ íåëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì îáúåêòîì [8, 9]

(1) ẍt = f (t, xt, ẋt) + ut, t ⩾ 0, x0, ẋ0 çàäàíû, xt, ut ∈ Rn,

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ f â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçâåñòíîé, íî
ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó êëàññó íåëèíåéíîñòåé C. Ýòà ïðîáëåìà áîëüøå
ïîõîæà íà çàäà÷ó ïîèñêà ýêñòðåìóìà [4], [10] , ãäå íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñîäåðæèò
òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà; ñì. òàêæå [11�13].

2. Íåëèíåéíûé îáúåêò ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ

2.1. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü

Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü âòîðîãî ïîðÿäêà (1) (ñì., íàïðèìåð, [8,11,13]) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì ðàñøèðåííûì ôîðìàòîì:

(2)

(
ẋ1,t

ẋ2,t

)
=

(
x2,t

f (t,x1,t,x2,t)

)
+

(
0n×n

In×n

)
ut,

ãäå óïðàâëåíèå ut ∈ Rn, à íà÷àëüíûå x1,t0 = x̊1 ∈ Rn, x2,t0 = x̊2 ∈ Rn. Çäåñü
ïåðåìåííûå ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé x1,t = xt, x2,t = ẋt � òåêóùèå
êîîðäèíàòû è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, t ⩾ 0. Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(t,x1,x2)
êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì t ⩾ 0, x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn, è

(3) ∥f (t,x1,x2)∥2 ⩽ kx (x1,x2) := c0 + c1 ∥x1∥2 + c2 ∥x2∥2
ñ êîíå÷íûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè c0, c1, c2. Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü
íåèçìåðÿåìûå íåïîòåíöèàëüíûå ñèëû, òàêèå êàê êóëîíîâñêîå òðåíèå, ãèñòåðåçèñ,
êîðèîëèñ, äåìïôèðîâàíèå, öåíòðîñòðåìèòåëüíûå ýôôåêòû, à òàêæå ó÷èòûâàòü
îãðàíè÷åíèÿ íà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ.

2.2. Ýòàëîííàÿ òðàåêòîðèÿ è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Öåëü êîíòðîëëåðà (ñì. íèæå) � ðåàëèçîâàòü îòñëåæèâàíèå ñîñòîÿíèÿ xt

îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ýòàëîííîé òðàåêòîðèè {x∗
t}t⩾0. Îïðåäåëèì îøèáêè

îòñëåæèâàíèÿ êàê δ1,t := x1,t − x∗
1,t , δ2,t := δ̇1,t = x2,t − x∗

2,t , ãäå x∗
1,t � äâàæäû

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðóþ íóæíî êàê ìîæíî òî÷íåå
îòñëåæèâàòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ ẋ∗

1,t = x∗
2,t = φ

(
t,x∗

1,t

)
, t ⩾ 0; x∗

1,0 çàäàíî. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî äèíàìèêó îòñëåæèâàíèÿ îøèáîê ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

(4)

(
δ̇1,t
δ̇2,t

)
=

(
δ2,t

fδ (t, δ1,t, δ2,t)

)
+

(
0n×n

In×n

)
ut,

fδ (t, δ1,t, δ2,t) := f
(
t, δ1,t + x∗

1,t, δ2,t + x∗
2,t

)
− ẋ∗

2,t.
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Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äèíàìèêà δ1,t ðåàëèçîâûâàëàñü çà âðåìÿ t ⩾ t0 ⩾ 0 â ïðåäåëàõ
îãðàíè÷åííîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà Dadm ⊆ Rn.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è: Îñíîâíàÿ öåëü � ðàçðàáîòàòü ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå
(÷òî îçíà÷àåò óñïåøíóþ ðàáîòó çàìêíóòîé ñèñòåìû íà êëàññå íåîïðåäåëåííîñòè
(3) ), ìèíèìèçèðóþùåå îøèáêó îòñëåæèâàíèÿ δ1,t â ñìûñëå ôóíêöèîíàëüíîé
âåðõíåé ãðàíèöû äåôåêòà îòñëåæèâàíèÿ F (δ1,t)−minδ1∈Dadm

F (δ1) ⩽ O(t−1).
Ïðèìåðû öåëåâûõ ôóíêöèé:

(5)
1)F (δ1) =

n∑
i=1

|δ1,i| = ∥δ1∥1 ,

2) F (δ1)=
n∑

i=1

| δ1,i|+ε , |z|+ε :=max{0, |z| − ε}.

3. Æåëàåìàÿ äèíàìèêà è ÌÇÑ

Äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà Xadm := Dadm è ââåäåì
îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ A1 � A5.

A1 Âåêòîð ñîñòîÿíèé è èõ ïðîèçâîäíûå (xt, ẋt)∈ Rn × Rn îáúåêòà (2)
ïðåäïîëàãàþòñÿ èçìåðÿåìûìè îíëàéí è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè
ïðè ëþáîì t ⩾ 0.

A2 Ôóíêöèÿ f : R1+2n → Rn ñ ó÷åòîì (3) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è íåèçâåñòíà.

A3 Âåêòîð ñîñòîÿíèé ýòàëîííîé òðàåêòîðèè è åãî ïðîèçâîäíàÿ (x∗
t , ẋ

∗
t )∈ Rn × Rn

òàêæå äîñòóïíû îíëàéí è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû äëÿ êàæäîãî t ⩾ 0.

A4 Ñóáãðàäèåíò F ′ : Rn → Rn ôóíêöèè ïîòåðü F : Rn → R äîñòóïåí îíëàéí íà
îøèáêå ñëåæåíèÿ δ1,t ∀ t ⩾ 0, è ÷òî ìíîæåñòâî îïòèìèçàòîðîâ δ∗1 ôóíêöèè F (·)
íà Dadm âêëþ÷àåò â ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò δ∗1 = 0, ò.å. 0 ∈ Arg min

δ1∈Dadm

F (δ1).

A5 Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî Dadm ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàêòîì.

Ïðèâåäåì èíåðöèîííûé ÌÇÑ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè [14]. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
äèíàìèêó ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ζt ∈ Rn è èñõîäíîé ïåðåìåííîé δ1,t ∈ Rn êàê

(6)
ζ̇t = −F ′(δ1,t), F ′(δ1,t) ∈ ∂F (δ1,t), ζt0 = 0,

(t+ θ) δ̇1,t + δ1,t = ∇U∗ (ζt − η) , t ⩾ t0 ⩾ 0, η ∈ Rn, θ > 0.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (6) íà èíòåðâàëå [t0, t]
ïîêàçûâàåò, ÷òî δ1,t ∈ Dadm ∀ t ⩾ t0 èç-çà ñâîéñòâ âûïóêëîñòè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó äèíàìèêó δ1,t â (6) ìîæíî ñ÷èòàòü æåëàåìîé.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ïðåäïîëîæåíèÿõ À1�À5 ïðîêñè-ôóíêöèÿ U(·) âûáðàíà
òàê, ÷òî åå ìèíèìóì íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå Dadm äîñòèãàåòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, òî íà òðàåêòîðèÿõ δ1,t, ñãåíåðèðîâàííûõ (6), âûïîëíÿåòñÿ

(7) F (δ1,t)− min
δ1∈Dadm

F (δ1) ⩽ [F (δ1,t0)− F (0)]
t0 + θ

t+ θ
, ∀ t ⩾ t0 ⩾ 0.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò (7) íå çàâèñèò ÿâíî îò ïðîêñè
ôóíêöèè U(·). Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèâ δ∗1 (η) := arg min

δ1∈Dadm

{−η⊺δ1 + U (δ1)} =

∇U∗ (η) , ïîëó÷èì δ∗1 (η) |η=0 = arg min
δ1∈Dadm

U (δ1) = 0.
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4. Ñèíòåç ðîáàñòíîãî êîíòðîëëåðà

4.1. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñêîëüçÿùàÿ ïåðåìåííàÿ è åå äèíàìèêà

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñêîëüçÿùóþ ïåðåìåííóþ st = (t+ θ) δ2,t + δ1,t −
∇U∗ (ζt − η), t ⩾ t0 ⩾ 0. Çàìåòèì, ÷òî st èçìåðÿåìà îíëàéí, è ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà
st = 0 äëÿ âñåõ t ⩾ t0, òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò æåëàåìîìó ðåæèìó (6) ñ ìîìåíòà t0.
Òîãäà äëÿ V (st) = 1

2
∥st∥22 â ñèëó óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà (4) è ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ â (6) èìååì

d

dt
V (st) = s⊺t ṡt = s⊺t

[
2δ̇1,t + (t+ θ) δ̇2,t −

d

dt
∇U∗ (ζt − η)

]
=

= (t+ θ) s⊺t f
(
t, δ1,t + x∗

1,t, δ2,t + x∗
2,t

)
+

+(t+ θ) s⊺t

[
2

t+ θ
δ2,t − ẋ∗

2,t + ut +
1

t+ θ
∇2U∗ (ζt − η)F ′(δ1,t)

]
︸ ︷︷ ︸

−ktSign(st)

⩽

⩽ (t+ θ)

(
∥st∥2

(
c0 + c1

∥∥δ1,t + x∗
1,t

∥∥
2
+ c2

∥∥δ2,t + x∗
2,t

∥∥
2

)
︸ ︷︷ ︸

kx,t:=kx(δ1,t+x∗
1,t,δ2,t+x∗

2,t)

− kts
⊺
tSign (st)

)
.

Çäåñü âåêòîð Sign (st) = (sign (s1,t) , ..., sign (sn,t))
⊺, ãäå sign (si,t) = +1 ïðè si,t > 0,

sign (si,t) = −1 ïðè si,t < 0, è sign (si,t) ∈ [−1,+1] ïðè si,t = 0.

4.2. Ñòðóêòóðà ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïîñêîëüêó s⊺tSign (st) =
n∑

i=1

|si,t| ⩾ ∥st∥2 è, ââîäÿ kt = kx,t + ρ, ρ > 0, ïîëó÷àåì

ïðè st ̸= 0, ò.å. V (st) > 0,

d

dt
V (st) ⩽ (t+ θ) ∥st∥2 (kx,t − kt) = − (t+ θ) ρ

√
2V (st),

÷òî äàåò ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëå [t0, t]

2
(√

V (st)−
√
V (st0)

)
⩽ −

√
2

2
ρ
[
(t+ θ)2 − (t0 + θ)2

]
,

0 ⩽
√

V (st) ⩽
√

V (st0)−
√
2

4
ρ
[
(t+ θ)2 − (t0 + θ)2

]
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V (st) = 0 äëÿ âñåõ t ⩾ treach =

√
2

ρ
∥st0∥2 + (t0 + θ)2 − θ.

Íàêîíåö, ïîëó÷àåì ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå ut = ucomp,t + udisc,t ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè,
êîìïåíñàöèîííîé è ðàçðûâíîé:

(8) ucomp,t = − 2

t+ θ
δ2,t+ ẋ∗

2,t−
1

t+ θ
∇2U∗ (ζt − η)F ′(δ1,t), udisc,t = −ktSign (st) .

Çàìå÷àíèå 2. Æåëàíèå ïîëó÷èòü treach = t0 = 0 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

s0 = θδ2,0 + δ1,0 −∇U∗ (−η)= θδ2,0 + δ1,0 − δ∗1 (η) = 0.

Ïîñêîëüêó δ∗1 (η) ∈ Dadm, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðû θ > 0, η è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ (δ1,0, δ2,0) äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ θδ2,0 + δ1,0 ∈ Dadm.
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Òåîðåìà 2. Åñëè â ïðåäïîëîæåíèÿõ À1�À5 ïðîêñè-ôóíêöèÿ U(·) âûáðàíà òàê,
÷òî åå ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå Dadm äîñòèãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî íà
òðàåêòîðèÿõ δ1,t â îáúåêòå (4), óïðàâëÿåìîì ut = ucomp,t + udisc,t (8), âûïîëíÿåòñÿ

F (δ1,t)− min
δ1∈Dadm

F (δ1) ⩽ [F (δ1,0)− F (0)]
θ

t+ θ
, ∀ t ⩾ t0 = 0.

5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñëåæåíèÿ çà ýòàëîííîé òðàåêòîðèåé
ïðè çàäàííîì äîïóñòèìîì âûïóêëîì êîìïàêòå ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
äèôôåðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìîãî ìíîãîìåðíîãî îáúåêòà 2-ãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñòíîé
îãðàíè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìîäåëè. Æåëàåìàÿ äèíàìèêà ïåðåìåííûõ îøèáêè
îòñëåæèâàíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå èíåðöèîííîãî ÌÇÑ. Óñòàíîâëåíà
ñõîäèìîñòü öåëåâîé ôóíêöèè ê ìèíèìóìó è ïîëó÷åíà ñâÿçàííàÿ ñ íåé
íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà. Äîêàçàíî, ÷òî äàííûé ðîáàñòíûé ðåãóëÿòîð
ïðè îïðåäåëåííîé ñâÿçè åãî ïàðàìåòðîâ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îáåñïå÷èâàåò
îïðåäåëåííûé ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñ íà÷àëà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ìîæåò
èìåòü íåñêîëüêî ïðèìåíåíèé ïðè ðàçðàáîòêå ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ â ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ [8,9].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî
ôîíäà (ïðîåêò � 21-71-30005), https://rscf.ru/project/21-71-30005/.
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