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Аннотация: В этой статье мы разрабатываем метод управления для класса
линейных дискретных систем с переменными параметрами с неопределенными
мультисинусоидальными параметрами и без помех. Неопределенные
мультисинусоидальные параметры будут точно оценены с помощью DT-DREM, а
алгоритм управления обеспечит стабильность системы при следовании за опорным
сигналом. Результаты оцениваются с помощью моделирования в MATLAB/Simulink.

1. Введение

В последние годы наблюдается растущий интерес к задачам адаптивного
управления системами с переменными параметрами. В работе [1] авторами
предложено решение для управления системами с неопределенными периодическими
коэффициентами в непрерывных системах. Изменяемый параметр представляет
собой синусоидальную функцию с неизвестными параметрами, число которых
известно только. Этот параметр невозможно измерить напрямую. Авторы
использовали набор наблюдателей в качестве внутренней модели [2], а также
Backstepping-контроллер с высокочастотным регулятором [3]. В данной работе
мы предлагаем новый метод адаптивного управления для дискретных систем
с неопределенными мультисинусоидальными параметрами. Метод разработан
на основе работы [4], в которой предложен метод точной оценки частоты
мультисинусоидального сигнала с использованием алгоритма DREM [5]. В
данной работе мы используем алгоритм DT-DREM [6–8] для дискретных систем,
который является адаптивом алгоритмом оценки. Кроме того, в работе [9]
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показано, что свойства сохранения возбуждения сохраняются при использовании
фильтра Крайзельмейера для расширения функции линейной регрессии (LRE).
Предложенный алгоритм расширит уравнение линейной регрессии с помощью
фильтра Крайзельмейера и оценит неизвестный вектор констант с помощью
оценки DT-DREM, а именно амплитудную (𝐴𝑖), частотную (𝜔̂𝑖) и фазовую (𝜙𝑖)
составляющие мультисинусоидального параметра. Эти оценки используются для
восстановления исходного неизвестного параметра. Таким образом, алгоритм
обеспечивает устойчивость системы. Метод был реализован и протестирован
на численном примере. Результаты моделирования подтверждают, что метод
обеспечивает высокую точность управления и устойчивость системы.

2. Постановка задачи

Рассмотрим дискретную скалярную систему, заданную следующим образом:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝜓(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘),(1)

где 𝑥(𝑘) ∈ R является выходом с начальным условием 𝑥(0), 𝑢(𝑘) ∈ R
является управляющим сигналом, 𝜓(𝑘) является неизвестным параметром согласно
предположению 1.1.

Для системы принимаются следующие предположения:

Предположение 1. Модель системы (1) такова, что:

1.1 Параметры 𝜓(𝑘) могут быть представлены в виде:

𝜓(𝑘) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖 sin(𝜔𝑖𝑘𝑇𝑠 + 𝜙𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛(2)

являются мультисинусоидальными сигналами с неизвестной амплитудой 𝐴𝑖,
частотой 𝜔𝑖, фазой 𝜙𝑖 и гармониками. Максимальное количество гармоник 𝑛
известно; 𝑇𝑠 время дискретизации (секунда)ю И Известны верхние и нижние
пределы 𝜔𝑖 и удовлетворяют: 𝜔𝑚𝑖𝑛 ⩽ 𝜔𝑖 ⩽ 𝜔𝑚𝑎𝑥 и 𝜔𝑖 ⩾ 𝜔𝑗, ∀𝑖 ⩾ 𝑗.

1.2 Система управляема и Состояние 𝑥(𝑘) доступно для измерения. ■

Цель состоит в том, чтобы разработать закон управления, который
удовлетворяет следующим требованиям:

� Ошибка управления удовлетворяет уравнению:

lim
𝑘→∞

|𝜀(𝑘)| = lim
𝑘→∞

|𝑥𝑚(𝑘)− 𝑥(𝑘)| = 0.(3)

где 𝑥𝑚(𝑘) является эталонным сигналом.

� 𝜔̂𝑖(𝑘), 𝐴𝑖(𝑘), 𝜙𝑖(𝑘) удовлетворяют уравнениям:

lim
𝑘→∞

|𝜔𝑖 − 𝜔̂𝑖(𝑘)| = 0; lim
𝑘→∞

|𝐴𝑖 − 𝐴𝑖(𝑘)| = 0; lim
𝑘→∞

|𝜙𝑖 − 𝜙𝑖(𝑘)| = 0.(4)
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3. Решение задачи

Чтобы лучше понять процесс реализации и упростить вычисления, мы
рассмотрим случай синусоидальной гармонической функции с 𝑛 = 2, то есть:
𝜓(𝑘) = 𝐴1 sin(𝜔1𝑘𝑇𝑠+𝜙1)+𝐴2 sin(𝜔2𝑘𝑇𝑠+𝜙2). Для упрощения математических формул
мы вводим новые обозначения: 𝑋𝑖 = 𝑥(𝑘 − 𝑖); 𝑈𝑖 = 𝑢(𝑘 − 𝑖), Ψ𝑖 = 𝜓(𝑘 − 𝑖) = 𝑋𝑖−1−𝑈𝑖

𝑋𝑖
.

3.1. Оценка 𝜔̂𝑖

Предложение 1.

[Ψ3 − 2𝑐1Ψ2 +Ψ1] · · · [Ψ3 − 2𝑐𝑛Ψ2 +Ψ1] = 0(5)

где 𝑐𝑖 = cos(𝜔𝑖𝑇𝑠) являются константами, 𝑖 = 1, 𝑛; Операции умножения
понимаются следующим образом: Ψ𝑖×Ψ𝑗 = Ψ𝑖+𝑗, например: Ψ3×Ψ2 = Ψ5 = 𝜓(𝑘−5).

Доказательство предложения 1 для дискретной системы аналогично
доказательству для непрерывной системы, которое можно найти в [4,
Предложение 1].

В случае 𝑛 = 2, реализуя уравнение (5), получаем следующее линейное уравнение
регрессии (LRE):

𝒴(𝑘) = ∆(𝑘)Θ,(6)

где 𝒴(𝑘) = adj{Φ𝐻(𝑘)}×𝑌𝐻(𝑘) ∈ R𝑛, а ∆(𝑘) = det{Φ𝐻(𝑘)} = adj{Φ𝐻(𝑘)}×Φ𝐻(𝑘) ∈ R,
с: 𝑌𝐻 = 𝐻(𝑧) [Φ𝑥(𝑘)𝑦𝑥(𝑘)] ; Φ𝐻 = 𝐻(𝑧)

[︀
Φ𝑥(𝑘)Φ

⊤
𝑥 (𝑘)

]︀
и 𝐻(𝑧) = 1−𝜆

𝑧−1−𝜆
, где 𝜆 ∈ (0, 1), и⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦𝑥(𝑘) = 𝑋1𝑋2𝑋3𝑋
2
4 + 2𝑋1𝑋

2
2𝑋4𝑋5 − 𝑈1𝑋2𝑋3𝑋4𝑋5

− 2𝑈3𝑋1𝑋2𝑋4𝑋5 − 𝑈5𝑋1𝑋2𝑋3𝑋4 +𝑋0𝑋2𝑋3𝑋4𝑋5

𝜑1(𝑘) = 2𝑋4𝑋5𝑋
2
1𝑋3 + 2𝑋5𝑋1𝑋2𝑋

2
3 − 2𝑈4𝑋5𝑋1𝑋2𝑋3

− 2𝑈2𝑋4𝑋5𝑋1𝑋3

𝜑2(𝑘) = 4𝑋4𝑋5𝑋1𝑋
2
2 − 4𝑈3𝑋4𝑋5𝑋1𝑋2

Θ =
[︀
𝜃1, 𝜃2

]︀⊤
=

[︀
𝑐1 + 𝑐2, −𝑐1𝑐2

]︀⊤
.

Уравнение LRE (6) может быть использовано для оценки theta с помощью
алгоритма DREM для дискретных систем, как показано в [6, 7].

Предложение 2. Дискретный оценщик с использованием DREM (DT-DREM)

𝜃𝑖(𝑘 + 1) = 𝜃𝑖(𝑘) +
∆(𝑘)

𝛾𝑖 +∆2(𝑘)

[︁
𝒴𝑖(𝑘)−∆(𝑘)𝜃𝑖(𝑘)

]︁
(7)

где 𝛾𝑖 ∈ (0, 1) – коэффициент усиления. ■
Ошибка оценки параметра 𝜃(𝑘) ≜ 𝜃 − 𝜃(𝑘) выражается следующим образом:

𝜃𝑖(𝑘 + 1) =
1

1 + Δ2(𝑘)
𝛾𝑖

𝜃𝑖(𝑘)(8)

Норма вектора ошибки параметра 𝜃(𝑘):⃒⃒⃒
𝜃𝑖 (𝑘𝑏)

⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒
𝜃𝑖 (𝑘𝑎)

⃒⃒⃒
∀𝑘𝑏 ⩾ 𝑘𝑎 ∈ Z⩾0; lim

𝑘→∞
|𝜃𝑖(𝑘)| = 0 ⇔ ∆(𝑘) /∈ ℓ2(9)
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Замечание 1. Сходимость можно ускорить, уменьшая 𝛾𝑖. Если ∆(𝑘) ∈ 𝒫ℰ,
то 𝜃𝑖(𝑘) сходится экспоненциально..

Вычисление 𝜔̂𝑖:

𝜔̂1,2(𝑘) =
1

𝑇𝑠
arccos (𝑐1,2) ; 𝑐1 =

𝜃1 ±
√︁
𝜃22 + 4𝜃2

2
; 𝑐2 = 𝜃1 − 𝑐1(10)

Следствие 1. Из уравнений (8) и (9) также легко получить следующее
соотношение:

lim
𝑘→∞

|𝜃𝑖(𝑘)| = 0 ⇒ lim
𝑘→∞

|𝜔̃𝑖(𝑘)| = 0(11)

3.2. Оценка 𝐴𝑖 и 𝜙𝑖

С точки зрения 𝜓(𝑘) =
∑︀𝑛

𝑖=1𝐴 sin(𝜔𝑘𝑇𝑠) cos(𝜙) +
∑︀𝑛

𝑖=1𝐴 sin(𝜙) cos(𝜔𝑘𝑇𝑠), мы
можем легко получить следующее линейное уравнение регрессии:

𝒴(𝑘) = ∆(𝑘)𝛽,(12)

где 𝒴(𝑘) = adj{Φ𝐾(𝑘)} × 𝑌𝐾(𝑘) ∈ R𝑛, и ∆(𝑘) = det{Φ𝐾(𝑘)} ∈ R, с 𝑌𝐾 =
𝐻(𝑧) [Φ𝑎(𝑘)𝑦𝑎(𝑘)]; Φ𝐾 = 𝐻(𝑧)

[︀
Φ𝑎(𝑘)Φ

⊤
𝑎 (𝑘)

]︀
; 𝑦𝑎(𝑘) = 𝑥(𝑘)− 𝑢(𝑘 − 1); и

Φ𝑎 =

⎡⎢⎢⎣
sin(𝜔̂1(𝑘 − 1)𝑇𝑠)
cos(𝜔̂1(𝑘 − 1)𝑇𝑠)
sin(𝜔̂2(𝑘 − 1)𝑇𝑠)
cos(𝜔̂2(𝑘 − 1)𝑇𝑠)

⎤⎥⎥⎦𝑥(𝑘 − 1); 𝛽 =

⎡⎢⎢⎣
𝐴1 cos(𝜙1)
𝐴1 sin(𝜙1)
𝐴2 cos(𝜙2)
𝐴2 sin(𝜙2)

⎤⎥⎥⎦
Подобно оценке 𝜔̂𝑖, мы продолжаем использовать DT-DREM в уравнении (7) для
линейного уравнения регрессии (12), из которого мы получим 𝐴𝑖 and 𝜙𝑖.

Следствие 2. Аналогично следствию 1, мы легко получаем следующее
соотношение:

lim
𝑘→∞

|𝐴𝑖(𝑘)| = 0; lim
𝑘→∞

|𝜙𝑖(𝑘)| = 0(13)

3.3. Синтез стабилизирующего управления

Неизвестный параметр 𝜓(𝑘) системы может быть восстановлен с помощью оценок

𝐴𝑖, 𝜔̂𝑖, 𝜙𝑖 следующим образом: 𝜓(𝑘) =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝐴𝑖 sin(𝜔̂𝑖𝑘𝑇𝑠+𝜙𝑖) Из (1), можно представить

систему в следующем виде:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝜓(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝜓(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘),

Выбрав закон управления следующим образом: 𝑢(𝑘) = 𝑥𝑚(𝑘 + 1)− 𝜓(𝑘)𝑥(𝑘)
Для проверки устойчивости замкнутой системы (1) рассмотрим следующую

точку зрения: 𝜀(𝑘 + 1) = 𝑥𝑚(𝑘 + 1)− 𝑥(𝑘 + 1)

𝜀(𝑘 + 1) = 𝑥𝑚(𝑘 + 1)− 𝜓(𝑘)𝑥(𝑘)− 𝜓(𝑘)𝑥(𝑘)− 𝑢(𝑘) = −𝜓(𝑘)𝑥(𝑘).

Учитывая (11) (13), получаем: lim𝑘→∞ |𝜓(𝑘)| = 0 ⇒ lim𝑘→∞ |𝜀(𝑘)| = 0.
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4. Пример

Рассмотрим систему (1) с нулевыми начальными условиями и изменяющимися
во времени параметрами с неизвестными амплитудами, фазами, частотами и числом
гармоник 𝑛 = 2 следующим образом: 𝜓(𝑘) = 0.12 sin

(︀
0.1𝜋𝑘𝑇𝑠+

𝜋
10

)︀
+0.11 sin

(︀
0.2𝜋𝑘𝑇𝑠+

𝜋
20

)︀
где 𝑇𝑠 = 0, 5 секунды - период дискретизации, и удовлетворяет предположению

1.1 при 𝜔𝑚𝑖𝑛 = 0.05; 𝜔𝑚𝑎𝑥 = 1.57; Задача заключается в разработке регулятора
для управления выходом системы в соответствии с эталонным сигналом 𝑥𝑚(𝑘) =
1.0 sin(0.1𝜋𝑘𝑇𝑠). Выберем 𝐻(𝑧) с 𝜆 = 0.4 и 𝛾𝑖 = 1e−30 для DT-DREM. Результаты
моделирования представлены на рис.1, рис.2 и рис.3.

Рис. 1. Отклик системы с обратной связью и предполагаемая ошибка 𝜓(𝑘)

Рис. 2. Оценка 𝜔̂1, 𝐴1, 𝜙1 и ошибка оценки

Рис. 3. Оценка 𝜔̂2, 𝐴2, 𝜙2 и ошибка оценки

5. Заключение

Проведенные исследования показали, что предложенный метод адаптивного
управления для дискретных систем с неопределенными мультисинусоидальными
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параметрами обеспечивает высокую точность и устойчивость.
Результаты моделирования, представленные на рисунках 2 и 3, подтверждают,

что оценки частот 𝜔̂𝑖, амплитуд 𝐴𝑖 и фаз 𝜙𝑖 мультисинусоидального параметра 𝜓(𝑘)
асимптотически сходятся к истинным значениям. Это означает, что исходный
неизвестный параметр 𝜓(𝑘) также асимптотически корректно оценивается.
Благодаря точной оценке параметра 𝜓(𝑘), систематическая ошибка 𝜀(𝑘)
приближается к нулю. обеспечивая тем самым устойчивость системы. Таким
образом, поставленная задача адаптивного управления дискретными системами с
неопределенными мультисинусоидальными параметрами была успешно решена.
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