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Аннотация: В работе рассматривается нестационарная система, на которую 
воздействует возмущение в виде гармонического (мультисинусоидального) сигнала с 
неизвестными параметрами. Предполагается, что вектор состояния системы измеряется 
с задержкой. Ставится задача синтеза математического алгоритма, обеспечивающего 
оценку вектора состояния системы по сигналам, доступным измерению. 

 

1. Введение 
 

Рассматривается задача синтеза наблюдателя переменных состояния для линейных 
нестационарных систем при наличии запаздывания в канале измерения и влиянии 
гармонического возмущающего воздействия. Сама по себе задача синтеза 
наблюдателей для линейных нестационарных систем является актуальной и 
нетривиальной. Решение проблемы оценивания переменных состояния при наличии 
гармонических возмущающих воздействий представляет дополнительный интерес, 
поскольку возмущения подобного типа присутствуют во многих инженерных задачах 
[1, 2]. Также следует отметить, что задача оценивания параметров гармонических 
сигналов представляет собой самостоятельную задачу и изучается во многих отраслях 
науки, включая обработку сигналов, и применяется во множестве приложений, в 
список которых входят системы точного позиционирования, системы динамического 
позиционирования для судов, коммуникационные системы. В связи с этим были 
предложены различные методы для оценивания параметров моно- и мульти-
гармонических сигналов в непрерывном времени [3-5], однако интерес к задаче 
остается актуальным до сих пор.  

Целью данной работы является синтез адаптивных наблюдателей для решения 
задачи оценивания переменных состояния нестационарных систем, подверженных 
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воздействию мультисинусоидального возмущения с неизвестными параметрами по 
измерениям, поступающих с запаздыванием. 

 

2. Постановка задачи 
 

В работе рассматривается линейная нестационарная система вида: 

(1) ቊ
ሶݔ ሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔሻݐሺܣ ܤሺߜሺݐሻ  ሻሻݐሺݑ
ሻݐሺݕ ൌ ݐሺݔ െ ߬ሻ

, 

где ݔሺݐሻ – неизвестный вектор переменных состояния размерности ݊; ݕሺݐሻ – 
измеряемый выходной вектор размерности ݊; ݑሺݐሻ – одномерный известный входной 
сигнал; ܣሺݐሻ – известная нестационарная матица размерности ݊ ൈ  известный – ܤ ;݊
вектор размерности ݊ ൈ 1; ߬ – известная временная задержка; ߜሺݐሻ – неизмеряемое 
мультигармоническое возмущение вида: 
ሻݐሺߜ (2) ൌ ∑ ܣ


ୀଵ sinሺݓݐ  ߮ሻ, 

где ܣ, ߮,   – неизвестные амплитуда, фаза и частота ݅ – той гармоники, т – известноеݓ
число гармоник. 

Известно [6], что сигнал (2) может быть представлен как решение 
дифференциального уравнения: 
(3) ൫2 െ 21൯൫ߠ െ 22൯൫ߠ െ 23൯…൫ߠ െ ሻݐሺߜ൯݉ߠ ൌ 0, 

где ߠ ൌ െݓ
ଶ, ݅ ൌ 1,݉ – постоянные параметры. 

Система (3) в пространстве состояний принимает вид линейного генератора вида: 

(4) ൝
ሶߦ ൌ Γߦ
ሻݐሺߜ ൌ ߦࢀ݄

, 

где Г ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 0 ⋯ 0
ଵߠ
∗ 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
∗ߠ 0 0 ⋯ ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ଶൈଶ

, ݄ ൌ ሾ1 0 ⋯ 0ሿଵൈଶ, ሺ0ሻߦ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ሺ0ሻߦ
ሶሺ0ሻߦ
⋮
ےሺଶିଵሻሺ0ሻߦ

ۑ
ۑ
ې

ଶൈଵ

, а 

параметры ߠ
∗	݅ ൌ 1,݉, определяются системой  

 

ە
ۖ
۔

ۖ
1ߠۓ

∗ ൌ 1ߠ  .2ߠ . .݉ߠ,
2ߠ
∗ ൌ െ2ߠ1ߠ െ .3െߠ1ߠ . .െ݉ߠെ1݉ߠ,
⋮
݉ߠ
∗ ൌ ሺെ1ሻ݉12ߠ1ߠ. . . ݉ߠ

. 

Ставится задача оценки вектора состояния ݔሺݐሻ системы (1) в текущий момент 
времени. Для получения оценки вектора состояния системы требуется оценка 
неизмеряемого возмущения ߜሺݐሻ. 
 

3. Основной результат 
 

Рассмотрим систему (1) в момент времени ݐ െ ߬. Тогда выражение (1) примет вид: 
ሻݐሶሺݕ (5) ൌ ሶఛݔ ൌ ఛݍ   ,ఛߜఛܤ
где ݍఛ ൌ ఛݔఛܣ   ఛݑఛܤ

Перепишем модель (5) в следующем виде: 

ሻݐሶሺݕ (6) ൌ ఛݍ  Βߜఛ ⇒
ಃ

ಃ
ఛߜ ൌ

ಃ

ಃ
ሺݕሶ ሺݐሻ െ ఛሻݍ ⇒ ఛߜ ൌ

ಃ

ಃ
ሺݕሶ ሺݐሻ െ  .ఛሻݍ

Для синтеза наблюдателя для ߜఛ воспользуемся обобщенным подходом к синтезу 
наблюдателей, основанным на оценке параметров (GPEBO – Generalized parameter 
estimation-based observers) [7]. Для этого расширим модель генератора (4): 
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(7) ቊ
ሶఛߦ ൌ Γߦఛ
ఛߜ ൌ ݄ߦఛ

⇔ ቊ
ሶఛߦ ൌ Γߦఛ  Θ∗ߜఛ
ఛߜ ൌ ݄ߦఛ

⇔ ቊ
ሶఛߦ ൌ Γߦఛ  Θ∗ߜఛ  ఛߜܮ െ ఛߜܮ
ఛߜ ൌ ݄ߦఛ

⇔ 

 ⇔ ቊ
ሶఛߦ ൌ ሺΓ െ ఛߦሻ݄ܮ  Θ∗ߜఛ  ఛߜܮ
ఛߜ ൌ ݄ߦఛ

⇔ ቊ
ሶఛߦ ൌ ఛߦܨ  Θ∗ߜఛ  ఛߜܮ
ఛߜ ൌ ݄ߦఛ

, 

где Γ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
0 0 0 ⋯ ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ଶൈଶ

, Θ∗ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0
ଵߠ
∗

0
⋮
∗ߠ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ଶൈଵ

ܨ , ൌ Γ െ  подобранная – ܮ ,݄ܮ

матрица обратной связи размерности 2݉ ൈ 1 такая, что система ߦሶఛ ൌ ሺΓ െ  ఛߦሻ݄ܮ
является асимптотически устойчивой. 

Рассмотрим модель наблюдателя для ߜఛ: 

(8) ൜
ሶଵఛݖ ൌ ଵఛݖܨ  ఛߜܮ
ሶଶఛݖ ൌ ଶఛݖܨ  ఛߜܫ

,  

где ܫ – единичная матрица размерности 2݉ ൈ 2݉ 
Подставим в (8) выражение, полученное в (6), получим: 

(9) ቐ
ሶଵఛݖ ൌ ଵఛݖܨ  ܮ ಃ

ಃ
ሺݕሶ ሺݐሻ െ ఛሻݍ

ሶଶఛݖ ൌ ଶఛݖܨ  ܫ ಃ

ಃ
ሺݕሶ ሺݐሻ െ ఛሻݍ

.  

Так как ݕሶ ሺݐሻ не измеряется, введем новые переменные: 

(10) ቐ
߯ଵఛ ൌ ଵఛݖ െ ܮ ಃ

ಃ
ሻݐሺݕ

߯ଶఛ ൌ ଶఛݖ െ ܫ ಃ

ಃ
ሻݐሺݕ

⇒ ቐ
ଵఛݖ ൌ ߯ଵఛ  ܮ ಃ

ಃ
ሻݐሺݕ

ଶఛݖ ൌ ߯ଶఛ  ܫ ಃ

ಃ
ሻݐሺݕ

  

Подставляя (10) в (9) получаем: 

(11) ቐ
ሶ߯ଵ ൌ ଵఛݖܨ െ ܮ ಃ

ಃ
ݍ

ሶ߯ଶ ൌ ଶఛݖܨ െ ܫ ಃ

ಃ
ݍ

  

Также необходимо учитывать начальные условия наблюдателя после введения 
новых переменных: 

 ቐ
߯ଵఛሺ0ሻ ൌ െܮ ಃ

ಃ
ሺ0ሻݕ

߯ଶఛሺ0ሻ ൌ െܫ ಃ

ಃ
ሺ0ሻݕ

⇒ ൜
ଵఛሺ0ሻݖ ൌ 0
ଶఛሺ0ሻݖ ൌ 0  

Считаем, что вектор ݕሺݐሻ измеряется, то начальные условия ݕሺ0ሻ известны. 
Сформируем модель ошибки наблюдателя: 

ఛߝ (12) ൌ ଵఛݖ  ∗ଶఛΘݖ െ  . ఛߦ
Производная ошибки имеет вид: 

ሶఛߝ (13) ൌ ሶଵఛݖ  ∗ሶଶఛΘݖ െ ሶఛߦ ൌ ଵఛݖܨ  ఛߜܮ  ሺݖܨଶఛ  ∗ఛሻΘߜܫ െ ሺߦܨఛ  ఛߜߠ 
ఛሻߜܮ ൌ  
 ൌ ଵఛݖሺܨ  ∗ଶఛΘݖ െ ఛሻߦ ൌ  .ఛߝܨ

Решение дифференциального уравнения (13) имеет вид: 
ఛߝ (14) ൌ Φఛߝఛሺ0ሻ ൌ െΦఛߦఛሺ0ሻ,  
где Фఛ – фундаментальная матрица, Φሶ ఛ ൌ Φఛ,Фఛሺ0ሻܨ ൌ  .ଶൈଶܫ

Выбирая для системы (3) нулевые начальные условия, получаем ߝሺ0ሻ ൌ െߦሺ0ሻ.  
Приравнивая (12) и (14), подставляя (6), получим уравнение линейной регрессии: 

(15) ݄ݖଵఛ  ݄ݖଶఛΘ∗ െ ݄ߦఛถ
ఋഓ

ൌ െ݄Φఛߦఛሺ0ሻ ⇔ 
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 ⇔ ఛߜ െ ݄ݖଵఛ ൌ ሾ݄ݖଶఛ ݄Φఛሿ 
Θ∗

ఛሺ0ሻߦ
൨ ⇔ 

 ⇔ ಃ

ಃ
ሺݕሶ ሺݐሻ െ ఛሻݍ െ ݄ఛ

ݖଵఛ ൌ ሾ݄ݖଶఛ ݄Φఛሿ 
Θ∗

ఛሺ0ሻߦ
൨ ⇔ 

 ⇔݉ఛ ൌ ΨఛΘఛ, 

где ݉ఛ ൌ
ಃ

ಃ
ሺݕሶ ሺݐሻ െ ఛሻݍ െ ݄ఛ

ݖଵఛ, Ψఛ ൌ ሾ݄ݖଶఛ ݄Φఛሿ, Θఛ ൌ 
Θ∗

ఛሺ0ሻߦ
൨ 

Так как ݕሶ ሺݐሻ не измеряется, применим линейный фильтр 
ఒ

ାఒ
 к обеим частям 

выражения (15) и получим новое уравнение линейной регрессии: 

(16) 
ఒ

ାఒ
ሾ݉ఛሿ ൌ

ఒ

ାఒ
ሾΨఛΘఛሿ ⇔ 

 ⇔ ಃ

ಃ
ݕ െ

ಃ

ಃ
ఛݍ െ ݄ఛ

ݖଵఛ ൌ ΨఛΘఛ ⇔  

 ⇔݉ఛ ൌ ΨఛΘఛ. 

Вектор Θఛ регрессионной модели (16) можно оценить различными методами, 

например, с помощью метода наименьших квадратов с фактором забывания [8]. 
Получив оценку возмущения в момент времени ݐ െ ߬, построим прогноз для оценки 

возмущения в текущий момент времени ݐ, используя выражение:  
ሻݐመሺߜ (17) ൌ ݄݁௧ߦመఛሺ0ሻ,  
где Γ ൌ Γ  Θ∗݄ – оценка матрицы состояния генератора, полученная на предыдущем 
шаге, ߦመఛሺ0ሻ – оценка начальных условий вектора состояния. 

Получив оценку возмущения ߜመሺݐሻ в текущий момент времени ݐ согласно 
выражению (17), можно переходить к оценке вектора состояния ݔሺݐሻв текущий момент 
времени ݐ. 

Наблюдатель имеет вид: 

(18) ቊ
ሶ߰ ሺݐሻ ൌ Αሺݐሻ߰ሺݐሻ  Β൫ߜመሺݐሻ  ሻ൯ݐሺݑ

Φሶ ట 	ൌ ΑሺݐሻΦట
. 

Тогда ошибка наблюдателя (18) имеет вид: 
௫ߝ (19) ൌ ߰ሺݐሻ െ  .ሻݐሺݔ

Производная ошибки (19) имеет вид: 
ሶ௫ߝ (20) ൌ Αሺݐሻ߰ሺݐሻ  ሻݐሺݑܤ െ Αሺݐሻݔሺݐሻ െ ሻݐሺݑܤ  ሻݐሺߜ൫ܤ െ ሻ൯ݐመሺߜ ൌ Αሺݐሻߝ௫ 
 .ሻݐሚሺߜܤ

На предыдущем шаге было показано, что оценка ߜመሺݐሻ асимптотически сходится к 
истинному значению ߜሺݐሻ, откуда вытекает, что lim

௧→ஶ
ሻݐሚሺߜ ൌ 0. Отсюда для (20) имеем: 

ሶ௫ߝ (21) ൌ Αሺݐሻߝ௫. 
Решение (21) имеет вид: 

௫ߝ (22) ൌ Φటߝ௫ሺ0ሻ ൌ െΦటݔሺ0ሻ. 
Приравнивая (19) и (22) получаем выражение для оценки ݔሺݐሻ: 

ሻݐොሺݔ (23) ൌ ߰ሺݐሻ  Φటݔሺ0ሻ. 
Так как считаем, что вектор начальных условийݔሺ0ሻ известен, то ݔොሺݐሻ получаем 

согласно (23).  
 

4. Заключение 
 

В работе предложен адаптивный алгоритм оценивания вектора состояния линейной 
нестационарной системы, на которую воздействует неизвестное мультисинусоидальное 
возмущение, а также при наличии запаздывания в канале измерений. Предложенный 
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алгоритм основывается на подходе GPEBO - предварительной параметризации 
исходной динамической системы и сведение исходной задаче к задаче оценки 
неизвестных постоянных параметров. Предложенный алгоритм может быть 
использован для решения задачи прогнозирования при наличии задержки в канале 
измерения.  

Статья подготовлена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего 
образования Российской Федерации, грант 2019-0898. 
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