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Аннотация: В работе предложен подход к синтезу алгоритма робастного
управления манипулятором по выходу, основанный на замене переменной, что
приводит к ослаблению допущения об измеримости матрицы инерции. За счет
применения расширенного наблюдателя достигается робастность по отношению
к неопределенностям. Условие, гарантирующее сохранение управляемости
системы, обеспечивается предварительной оценкой параметров обратной матрицы
от матрицы инерции с использованием метода динамического расширения
регрессора. Работоспособность алгоритма проиллюстрирована на компьютерном
моделировании.

1. Введение

Управление манипуляционным роботом в условиях неопределенности
представляет собой важную задачу в современной теории управления. В
промышленных системах неизбежно возникают неопределенности, вызванные
процессами, связанными с эксплуатацией такими как деградация и износ
компонентов, что усложняет задачу управления. Для решения данной задачи
применяются адаптивные и робастные методы синтеза регуляторов. В работе
[1] рассматривается задача робастного управления по выходу в условиях
неопределенностей. Геометрический подход позволяет в определенной степени
унифицировать процедуру синтеза управления для нелинейных систем путем их
приведения к нормальной форме с помощью соответствующей замены координат,
при этом принимается измеримой матрица инерции, что является сильным
допущением. Настоящая работа развивает ранее полученный результат [1] за счет
новой замены переменных, которая путем модельных преобразований позволяет
избежать необходимости онлайн измерения обратной матрицы от матрицы инерции.
Вместе с тем предлагается проводить предварительную оффлайн оценку матрицы
инерции для получения стационарной оценки, требующейся для расширенного
наблюдателя.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим модель 𝑛-звенного манипуляционного робота

(1) 𝑀(𝜃)𝜃 + 𝐶(𝜃, 𝜃)𝜃 + 𝐹𝜃 + 𝑔(𝜃) = 𝜏,

где 𝜃 ∈ R𝑛 – вектор обобщенных координат, 𝑀(𝜃) ∈ R𝑛×𝑛 – матрица инерции,
𝐶(𝜃, 𝜃) ∈ R𝑛×𝑛 – матрица Кориолиса, 𝐹 ∈ R𝑛×𝑛 – матрица коэффициентов вязкого
трения, 𝑔(𝜃) ∈ R𝑛 – вектор гравитационных сил, 𝜏 ∈ R𝑛 – вектор моментов сил,
развиваемых синхронными двигателями с постоянными магнитами, заданный как

(2) 𝜏 = Ψ𝐼T𝐽C(𝜃)𝜈,

где Ψ = diag(𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛) ∈ R𝑛×𝑛 – матрица с физическими параметрами
двигателя, 𝐽 = diag(𝐽0, 𝐽0, . . . , 𝐽0) ∈ R2𝑛×2𝑛 – блочно-диагональная матрица с

элементами вида 𝐽0 =

(︂
0 −1
1 0

)︂
, C(𝜃) = diag(C0(𝜃1),C0(𝜃2), . . . ,C0(𝜃𝑛)) ∈ R2𝑛×𝑛 –

матрица с элементами вида C0(𝜃𝑘) =

(︂
cos(𝑛𝑝𝑘𝑟𝑘𝜃𝑘)
sin(𝑛𝑝𝑘𝑟𝑘𝜃𝑘)

)︂
, и 𝜈 =

(︀
1 1 . . . 1

)︀T ∈ R𝑛.

Динамика токов синхронных двигателей с постоянными магнитами описывается
следующим уравнением

(3)
d𝐼

d𝑡
𝐿 = −𝐼𝑅− 𝐽C(𝜃)ΨΩ(𝜃) + 𝑉𝛼𝛽,

где 𝐿 = diag(𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑘) ∈ R𝑛×𝑛 – матрица индуктивностей статора,
𝑅 = diag(𝑅1, 𝑅2, . . . , 𝑅𝑘) ∈ R𝑛×𝑛 –матрица сопротивлений обмоток статора,
Ω(𝜃) = diag(𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑛) ∈ R𝑛×𝑛 – матрица обобщенных скоростей,

𝑉𝛼𝛽 = diag(𝑣𝛼𝛽1, 𝑣𝛼𝛽2, . . . , 𝑣𝛼𝛽𝑛) ∈ R2𝑛×𝑛 – матрица напряжений 𝑣𝛼𝛽𝑘 =
(︀
𝑣𝛼𝑘 𝑣𝛽𝑘

)︀T
.

Требуется разработать алгоритм слежения за заданной траекторией 𝜃ref(𝑡) по
выходу 𝜃(𝑡), обеспечивающий для сколь угодного малого 𝜖 > 0 выполнение целевого
условия

(4) lim
𝑡→∞

‖𝜃e(𝑡)‖ ⩽ 𝜖,

где 𝜃e(𝑡) = 𝜃(𝑡)− 𝜃ref(𝑡) – сигнал ошибки.

3. Синтез алгоритма робастного управления

В работе [1] показано, как с помощью замены переменных

(5)

𝜉1 = 𝜃 − 𝜃ref ,

𝜉2 = 𝜃 − 𝜃ref ,

𝜉3 = Ψ𝐼T𝐽C(𝜃)𝜈 − ℎ(𝜃, 𝜃)−𝑀(𝜃)𝜃ref ,
𝑧 = Ψ𝐼TC(𝜃)𝜈,

и преобразования Парка модель вида (1)-(3) может быть представлена в строгой
нормальной форме вида

(6)

�̇� = 𝑓0(𝑧, 𝜉,Θref),

𝜉1 = 𝜉2,

𝜉2 = 𝑀−1(𝜃)𝜉3,

𝜉3 = 𝑞(𝑧, 𝜉,Θref) +𝐵𝑉𝑞,
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где 𝐵 = 𝐿−1Ψ и 𝑉𝑞 =
(︀
𝑣𝑞1 𝑣𝑞2 . . . 𝑣𝑞𝑛

)︀T ∈ R𝑛 – вектор напряжений во
вращающейся системе координат 𝑑𝑞.

Замечание 1. В статье [1] наряду с заменой переменных предложен алгоритм
управления на основе расширенного наблюдателя, который требует полностью
известной обратной матрицы от матрицы инерции 𝑀−1(𝜃), коэффициенты
которой могут быть известны не точно или заранее не доступны на этапе
проектирования системы.

Для решения проблемы предлагается произвести новую замену переменных с 𝜉1,
𝜉2, 𝜉3 на 𝜁1, 𝜁2, 𝜁3, заданные как

(7)
𝜁1 = 𝜉1,
𝜁2 = 𝜉2,
𝜁3 = 𝑀−1(𝜃)𝜉3.

Дифференцируя новые переменные (7), получаем модель в новых координатах

(8)

�̇� = 𝑓0(𝑧, 𝜁,Θref),

𝜁1 = 𝜁2,

𝜁2 = 𝜁3,

𝜁3 = 𝑞(𝑧, 𝜁,Θref) + �̄�𝑉𝑞,

где

�̄� = 𝑀−1(𝜃)𝐵,
𝑞(𝑧, 𝜁,Θref) = 𝜕

𝜕𝑡
[𝑀−1(𝜃)]𝑀(𝜃)𝜁3 +𝑀−1(𝜃)𝑞(𝑧, 𝜉,Θref),

𝑓0(𝑧, 𝜁,Θref) = −𝐿−1𝑅𝑧 + Ψ̄Ω(𝜁2 + 𝜃ref)[𝑀(𝜃)𝜁3 + ℎ(𝜁1 + 𝜃ref , 𝜁2 + 𝜃ref)

+𝑀(𝜁1 + 𝜃ref)𝜃ref ].

Выберем базовый закон управления на основе линеаризации обратной связью

(9) 𝑉 *
𝑞 = �̄�−1[−𝑞(𝑧, 𝜁,Θref) +𝐾𝜁],

применяя который к системе (8) получим модель линеаризованной замкнутой
системы

�̇� = 𝑓0(𝑧, 𝜁,Θref),

𝜁1 = 𝜁2,

𝜁2 = 𝜁3,

𝜁3 = 𝐾𝜁,

где при определенном выборе коэффициентов матрицы 𝐾 переменные вектора
состояния 𝜁(𝑡) экспоненциально сходятся к нулю.

Далее вместо базового закона управления (9) выберем робастный закон вида

(10) 𝑉𝑞 = satℓ[�̄�
−1
0 (−𝜎 +𝐾𝜉)],

где satℓ(·) – гладкая функция насыщения с уровнем ℓ, 𝐵0 – обратимая матрица такая,
что для некоторого числа 𝛿0 < 1 выполняется условие

(11) 𝛿 = ‖[�̄� −𝐵0]𝐵0
−1‖1 ⩽ 𝛿0 < 1,
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𝜎, 𝜁 – состояния расширенного наблюдателя вида

(12)

˙̂
𝜁1 = 𝜁2 + 𝜅𝐴3(𝜁1 − 𝜁1),
˙̂
𝜁2 = 𝜁3 + 𝜅2𝐴2(𝜁1 − 𝜁1),
˙̂
𝜁3 = 𝜎 + �̄�0𝑉𝑞 + 𝜅3𝐴1(𝜁1 − 𝜁1),

�̇� = 𝜅4𝐴0(𝜁1 − 𝜁1),

где 𝜅 > 0 – высокий коэффициент усиления, 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 – матрицы с настроечными
коэффициентами.

Замечание 2. Выполнение условия (11) означает, что для реализации
управления (10) достаточно знать оффлайн оценку обратной матрицы от
матрицы инерции 𝑀−1(𝜃) для получения стационарной оценки �̄�0, требующейся
для расширенного наблюдателя (12)

Неизвестные параметры манипулятора могут быть оценены с помощью методов
параметрической идентификации. Известно, что динамическая модель робота может
быть представлена в виде линейной регрессии [4]

(13) 𝑀(𝜃)𝜃 + 𝐶(𝜃, 𝜃)𝜃 + 𝐹𝜃 + 𝑔(𝜃) = 𝜏 = 𝜑⊤(𝜃, 𝜃, 𝜃)𝜌,

где 𝜑⊤(𝜃, 𝜃, 𝜃) – регрессор и 𝜌 =
(︀
𝜌1 𝜌2 . . . 𝜌𝑖

)︀⊤
– вектор неизвестных параметров,

где 𝑖 – количество неизвестных параметров модели (13).
В работе [3] показано, как при помощи алгоритма оценивания неизвестных

параметров на базе динамического расширения регрессора, предложенного в [2],
можно получить оценки параметров 𝜌 и восстановить матрицу инерции �̂�(𝜌), что в
конечном итоге позволит получить оценку матрицы �̄�0 для наблюдателя (12).

4. Компьютерное моделирование

Рассмотрен 2-звенный плоский манипуляционный робот, динамика которого
описывается моделью (1) с вращательными сочленениями, приводимыми в движение
синхронными двигателями с постоянными магнитами. В качестве желаемой
траектории рассмотрены три типа сигналов: постоянный, гармонический и
полиномиальный.

Результаты моделирования показаны на рисунке 1. Как видно, выходные

переменные 𝜃 =
(︀
𝜃1 𝜃2

)︀𝑇
сходятся сколь угодно близко к задающим сигналам

𝜃𝑟𝑒𝑓 =
(︀
𝜃𝑟𝑒𝑓,1 𝜃𝑟𝑒𝑓,2

)︀𝑇
, а сигналы ошибок 𝜃𝑒 =

(︀
𝜃𝑒,1 𝜃𝑒,2

)︀𝑇
стремятся в сколь угодно

малую область в окрестности нуля для всех типов рассматриваемых задающих
сигналов.

5. Заключение

Найденная замена переменных для системы (1) существенно упрощает
синтез регулятора по сравнению с подходом, предложенным в [1]. За счет
такой параметризации системы, которая исключает нестационарный матричный
коэффициент усиления в цепочке интеграторов от входа к выходу, представленный
обратной матрицей от матрицы инерции. Предложено проводить требующуюся для
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Рис. 1. Результаты моделирования для постоянного, гармонического и
полиномиального задающих сигналов

расширенного наблюдателя оффлайн оценку обратной матрицы инерции методом
динамического расширения регрессора. Работоспособность предлагаемого алгоритма
проиллюстрирована на компьютерном моделировании.

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования РФ (паспорт
госзадания №2019-0898).
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