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Аннотация: Обсуждается новый класс задач управления - управление
гомеостазисом. Управление гомеостазисом можно рассматривать как адаптивное
управление с заданным целевым множеством, в частности, как стабилизацию
значений некоторой функции, являющейся инвариантом свободной системы.
Рассматривается более общий класс задач: выравнивание значений двух или более
целевых функций, каждая из которых является инвариантом соответствующей
подсистемы сложной системы. Предложен подход к синтезу алгоритмов управления
на основе модифицированного метода скоростного градиента и установлены условия
его применимости.

1. Введение

Гомеостазис (гомеостаз) – удивительное свойство живых существ и сообществ,
которое остается не до конца понятым и по сей день. Впервые термин гомеостазис
ввёл в 1929 году американский физиолог Уолтер Кэннон (от греч. «хомойос»- тот
же, подобный, и «стазис»- состояние). Мысль о том, что постоянство внутренней
среды является необходимым условием для нормального существования любого
живого организма высказал ещё в 1857 году французский физиолог Клод Бернар.
Понятие гомеостазиса играет важную роль в биологии, медицине и других науках и
означает поддержание состояния внутренней среды системы в области нормального
функционирования при изменении внешних условий. Если гомеостазис в системе не
может быть обеспечен внутренними ресурсами, возникает вопрос о обеспечении его
за счет внешних сил - управлении гомеостазисом.

Существующие в организмах принципы регуляции биологических процессов
имеют много общего с принципами управления в неживых, технических системах.
И в том, и в другом случае стабильность системы достигается с помощью
определенной формы управления. Поэтому задача об управлении гомеостазисом
относится к области кибернетики – науки об управлении и связи в живом организме
и машине, как ее определил Н.Винер в 1948 г [1].

Понятия гомеостазиса и гомеостата приобрели популярность в кибернетике в
1950-х гг, когда английский психиатр и кибернетик У.Р.Эшби построил машину,
демонстрировавшую устойчивое функционирование при изменении внешней среды
и связей между элементами и назвал ее гомеостатом [2, 3]. Как отмечал Г.Паск [4],
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гомеостат Эшби, в отличие от многих имитаций, внешне ведущих себя подобно
мозгу, был создан, чтобы понять внутреннее устройство мозга. Поэтому гомеостат
Эшби до сих пор привлекает внимание специалистов и считается одним из
прототипов адаптивного регулирования в природе и технике [5]. Собственно, о связи
гомеостата с адаптивным поведением писал еще сам Эшби [3]. Однако развитие
адаптивного управления в XX веке позволило рассмотреть новые модели и методы,
устанавливающие более многообразные связи управления и гомеостазиса.

Во второй половине XX века процессы гомеостазиса интенсивно изучались
в медицине, при этом активно использовались математические модели.
Построение математических моделей позволяет связать представления биологов,
математиков и инженеров и приблизиться к практическому использованию
теоретических исследований в медицине. Были разработаны математические модели
гомеостатического поведения уровней глюкозы и инсулина в крови [6, 7], уровней
кальция [8], межклеточного железа [9] и ряд других показателей.

Явление гомеостазиса может пониматься настолько широко и имеет настолько
важные методологические аспекты, что в последние несколько десятилетий
появилось множество работ, обобщающих представления о гомеостазисе на другие
классы систем: технические, общественные и др. В целом ряде исследований
гомеостатические принципы из иммунологии применялись к проектированию
роботов [10,11], сетей связи [12] и других технических систем.

Наиболее общие представлении о математических моделях гомеостазиса были
развиты недавно в работе [13], где дается следующее общее определение.

Гомеостазис имеет место в биологической или химической системе, когда
некоторая выходная переменная остается приблизительно постоянной при
изменении входной переменной на некотором интервале.

Разумеется, это определение применимо не только к биологическим или
химическим системам. Перспективу еще большего расширения областей
инвариантности при гомеостазисе предоставляет введение управляющих переменных
и применение методов теории управления. Дальнейшее обобщение может быть
направлено на поддержание при гомеостазисе не значения какого-то инварианта, а
некоторого соотношения между несколькими инвариантами системы.

В настоящей работе рассматривается класс систем, обладающих инвариантами
и предлагается общий способ управления, обеспечивающий сохранение соотношений
между инвариантами системы при изменении начальных условий и параметров
внешней среды.

2. Постановка задачи

В общем случае под гомеостазисом будем понимать способность организмов и
систем сохранять свое состояние в области нормального функционирования при
изменении внешних условий. Обозначим набор переменных, характеризующих
состояние системы в момент времени 𝑡, через 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, а область нормального
функционирования обозначим через 𝑋* ⊂ 𝑅𝑛. Тогда условие гомеостазиса можно
записать в виде

(1) 𝑥(𝑡) ∈ 𝑋*.
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Рассмотрим систему описываемую дифференциальными уравнениями состояния

(2) 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑣), 𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡), 𝑣)

где 𝑣 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑑 - вектор внешних воздействий (параметров системы или внешней
среды), 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑙 вектор измеряемых выходов системы.

Пусть для любого 𝑣 ∈ 𝐷 существует вектор �̄�(𝑣), являющийся равновесием
системы 𝐹 (�̄�(𝑣), 𝑣) = 0. Будем говорить, что система обладает гомеостазисом
(сильным гомеостазисом) по 𝑦 в 𝐷, если ∇𝑣𝑦(�̄�(𝑣)) = 0 для всех 𝑣 ∈ 𝐷. Иначе
говоря, это означает, что функция 𝑦(�̄�(𝑣)) явлется инвариантом (сохраняет свое
значение) при изменении 𝑣 ∈ 𝐷, а множество 𝑋* является множеством постоянного
уровня функции ℎ(𝑥).

Теперь предположим, что на систему (2) может воздействовать управление, т.е.
математическая модель системы имеет вид

(3) 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)), 𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡)),

где 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 - вектор управляющих переменных. Пусть для любого 𝑣 ∈ 𝐷
существуют векторы �̄�(𝑣), �̄�(𝑣) такие, что

(4) 𝐹 (�̄�(𝑣), �̄�(𝑣), 𝑣)) = 0, ∇𝑣𝑦(�̄�(𝑣)) = 0,

при 𝑣 ∈ 𝐷. Свойство (4) означает, что 𝑦(�̄�(𝑡), 𝑣) является инвариантом системы при
воздействии управления.

Очевидно, проблема состоит в том, чтобы найти функцию управления 𝑢* =
𝑈*(𝑣), обеспечивающую инвариантность выхода 𝑦(�̄�(𝑡), 𝑣). Сложность проблемы в
том, что значение 𝑣 обычно неизвестно и найти правильное 𝑢* в каждый момент
времени не представляется возможным. Поэтому цель управления заменяется на
асимптотическую цель

(5) lim
𝑡→∞

𝑦(𝑡) = 𝑦*,

для любых 𝑣 ∈ 𝐷, где 𝐷 - известное множество возможных значений 𝑣, а управление
𝑢(𝑡) строится на основе измерения в каждый момент времени текущих значений
вектора состояния 𝑥(𝑡) или вектора выходов 𝑦(𝑡).

Таким образом, приходим к стандартной задаче адаптивного управления. Ей
посвящено огромное количество работ и она адекватна многим задачам достижения
гомеостазиса. Однако общность задачи, с одной стороны, не дает возможности
сформулировать ее конструктивное решение, а, с другой стороны, не учитывает
специфику многих конкретных задач. Множество 𝑋* может вырождаться в
точку, может задавать какие-то желаемые значения для переменных организма,
определяющих состояние гомеостазиса и т.д.

Более общая формулировка цели (5) для класса моделей (3) требует не
стремления траектории системы в окрестность желаемой точки, а выполнения
определенного соотношения между переменными системы, например

(6) lim
𝑡→∞

𝐻(𝑥(𝑡)) = 𝑦*,

где 𝐻(𝑥) - заданная функция. Соотношение (6) соответствует стабилизации
решений на заданной поверхности и может быть названо частичной стабилизацией

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ
ВСПУ-2024

Москва 17-20 июня 2024 г.

478



системы [15]. Ниже рассматривается еще более общая цель: обеспечение заданного
соотношения между инвариантами системы. Для простоты неизвестные возмущения
𝑣 ∈ 𝐷 опускаются, их можно учесть стандартными методами адаптивного
управления.

3. Управление соотношением инвариантов

нелинейных систем

Рассмотрим набор нелинейных, аффинных по управлению систем

(7) �̇�𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝑢𝑖, 𝑦(𝑖) = ℎ𝑖(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Поставим задачу достижения при 𝑡 → ∞ заданного соотношения между
выходами подсистем. Не умаляя общности, ее можно сформулировать как
обеспечение выполнения асимптотических соотношений

(8) 𝑦𝑖(𝑡)− 𝑦𝑖+1(𝑡) → 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1

при 𝑡 → ∞, где считается, что 𝑦𝑁+1 = 𝑦1. Введем целевую функцию

(9) 𝑄(𝑥) = (𝑦1 − 𝑦2)
2 + (𝑦2 − 𝑦3)

2 + . . . (𝑦𝑁 − 𝑦𝑁+1)
2,

Очевидно, при 𝑄(𝑥) = 0 все выходы подсистем совпадают и цель (8) достигается.
Для синтеза управления применим модифицированный метод скоростного

градиента, вычисляя градиент по 𝑢 не от скорости изменения целевой функции
�̇�(𝑥, 𝑢), как в [14], а от ее верхней оценки

(10) 𝑢𝑖 = −𝛾(2𝑔𝑖∇ℎ𝑇
𝑖 )(2𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1 − 𝑦𝑖+1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

Справедливы следующие условия достижения цели в синтезированной системе.

Теорема 1. При выполнении условий
(A1) для любой точки 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 ⊂ 𝑅𝑁𝑛 выполняются неравенства 𝐿𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑄(𝑥) ⩽ 0,

означающие устойчивость невозмущенных систем по отношению к функции 𝑄(𝑥)
(пассивность).

(A2) для любой точки 𝑥𝑖, из множества 𝑥 ∈ 𝑋 : 𝐿𝑔𝑄(𝑥) = 0, такой, что
тождества 𝐿𝑔(𝑥𝑖)𝑄(𝑥) = 0 выполняются при 𝐿𝑓𝑖(𝑥𝑖)ℎ𝑖(𝑥𝑖) ≡ 0.

для системы (7) с алгоритмом управления (10) выполняется неравенство
𝑄(𝑥(𝑡)) ⩽ 𝑄(𝑥(0)), ∀𝑡 ⩾ 0 и обеспечивается соотношение 𝑢(𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞.
Кроме того, обеспечивается альтернатива: на траектории 𝑥(𝑡) либо достигается
цель управления (8), либо 𝑔𝑖(𝑥𝑖)∇ℎ𝑖(𝑥𝑖)

𝑇 → 0 при 𝑡 → ∞ для некоторого 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 .
Если, кроме того, выполнены условия
(A3) 𝑑𝑖𝑚𝑆(𝑥) = 𝑙 при 𝑍(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Ω0, где 𝑆(𝑥) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑍(𝑥), 𝐿𝑓𝑍(𝑥), 𝐿

2
𝑓𝑍(𝑥), . . . , }

(A4) Существует 𝜀 > 0, такое, что любая связная компонента множества 𝐷𝜀

ограничена, где 𝐷𝜀 = Ω0 ∩ {𝑥 : |𝑑𝑒𝑡𝑍(𝑥)𝑍(𝑥)𝑇 | < 𝜀}.
то исходная цель (8) достигается.

Доказательство. При использовании закона управления (10) и при выполнении
условий (A1), (A2) выполнены соотношения

�̇�(𝑥, 𝑢) = −𝛾
𝑁∑︁
𝑖=1

((2𝑔𝑖∇ℎ𝑇
𝑖 )

2(2𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1 − 𝑦𝑖+1)
2 ⩽ 0,
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откуда функция 𝑄(𝑥(𝑡) ограничена: 𝑄(𝑥(𝑡) ⩽ 𝑄(𝑥(0). Поскольку 𝑄(𝑥(𝑡)) не
возрастает, существует предел lim𝑡→∞ 𝑄(𝑥(𝑡)) = 𝑄∞. Если 𝑄∞ = 0, то цель
достигается и теорема доказана. Если 𝑄∞ > 0, то, значит, хотя бы одно слагаемое
вида (2𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1 − 𝑦𝑖+1) не стремится у нулю и, следовательно, хотя бы одна
функция 𝑔𝑖(𝑥𝑖)∇ℎ𝑖(𝑥𝑖)

𝑇 стремится к нулю. При дополнительном выполнении
условий (A3),(A4), аналогично [15] устанавливается достижение исходной цели (8).

4. Заключение

Поставлена задача обеспечения заданного соотношения инвариантов
в нелинейных системах и показана возможность ее решения на основе
модифицированного метода скоростного градиента. Предложены условия
достижения цели управления для произвольного числа подсистем. Полученные
результаты могут иметь применения в медицине и в технике, поскольку применимы
как к живым организмам, так и к техническим системам.

Работа выполнена в ИПМаш РАН и поддержана грантом РНФ 23-41-00060.
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