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Аннотация: Рассматривается задача стабилизации решений стохастического
уравнения Баренблатта-Желтова-Кочиной. Уравнение Баренблатта-Желтова-
Кочиной моделирует процесс фильтрации вязкой жидкости в пористой среде.
Для уравнения Баренблатта-Желтова-Кочиной рассматривается начально-
краевая задача, причем начальными данными являются случайные величины.
Уравнение рассматривается в виде системы уравнений, заданных на устойчивом
и неустойчивом инвариантных пространствах. Задача стабилизации состоит в
следующем. Требуется найти такое управляющее воздействие на систему, чтобы
решения системы стали асимптотики устойчивыми. Для стохастического уравнения
Баренблатта-Желтова-Кочиной найдена такая обратная связь, что замкнутая
система стала асимптотически устойчивой.

Рассмотрим стохастический аналог уравнения Баренблатта-Желтова-Кочиной

(1) (𝜆−∆)𝑢𝑡 = 𝛼∆𝑢,

которое моделирует процесс фильтрации вязко-упругой несжимаемой в
трещиновато-пористой среде. Будем рассматривать уравнение (1) с точки зрения
стохастического подхода. Для этого зададим пространства

U = {𝑧 ∈ 𝑊 𝑙+2
2 (−𝜋, 𝜋) : 𝑧(−𝜋) = 𝑧(𝜋) = 0}, F = 𝑊 𝑙

2(−𝜋, 𝜋),

где 𝑙 ∈ {0} ∪ N. Последовательность {sin 𝑘𝑥} собственных функций оператора
Лапласа ∆ является базисом в гильбертовом пространстве 𝑊 𝑙+2

𝑝 (−𝜋, 𝜋) и спектр
𝜎(∆) = −𝑘2. Пусть последовательность {𝜒𝑘} ⊂ L2 ({𝜁𝑘} ⊂ L2) является равномерна

ограничена, последовательность {𝜆𝑘} такая, что
∞∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘 < +∞. Элементами
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пространства K-величин UKL2 (FKL2) являются векторы

𝜒 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜒𝑘 sin 𝑘𝑥

(︃
𝜁 =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜁𝑘 sin 𝑘𝑥

)︃
.

Формулами 𝐿 = (𝜆−∆), 𝑀 = 𝛼∆ определим операторы 𝐿, 𝑀 : UKL2 → FKL2.
Тогда стохастическое уравнение (1) можно рассматривать в виде

(2) 𝐿
𝑜
𝜂= 𝑀𝜂

где 𝐿, 𝑀 – линейные и непрерывные операторы, 𝜂 – стохастический K-процесс,
𝑜
𝜂 –

его производная Нельсона-Гликлиха.
Через 𝜌𝐿(𝑀) = {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐿−𝑀)−1 ∈ ℒ(F;U)} обозначим 𝐿-резольвентное

множество, а через 𝜎𝐿(𝑀) = C ∖ 𝜌𝐿(𝑀) – 𝐿-спектр оператора 𝑀 . Если оператор
𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен, т.е. его 𝐿-спектр ограничен, тогда существуют проекторы

(3) 𝑃 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿𝑑𝜇 ∈ ℒ(UKL2), 𝑄 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1𝑑𝜇 ∈ ℒ(FKL2).

Здесь контур 𝛾 ⊂ C ограничивает область, содержащую 𝜎𝐿(𝑀).
Проекторы (3) расщепляют пространства UKL2 = U0

KL2 ⊕ U1
KL2 и FKL2 =

F0
KL2 ⊕ F1

KL2, где U0
KL2 (U1

KL2) = ker𝑃 (im𝑃 ), F0
KL2 (F1

KL2) = ker𝑄 (im𝑄).
Сужение оператора 𝐿 (𝑀) на U𝑘

KL2, 𝑘 = 0, 1, обозначим 𝐿𝑘 (𝑀𝑘). Операторы
𝐿𝑘(𝑀𝑘) ∈ ℒ(U𝑘

KL2,F
𝑘
KL2), 𝑘 = 0, 1, существуют операторы 𝑀−1

0 ∈ ℒ(F0
KL2,U

0
KL2),

𝐿−1
1 ∈ ℒ(F1

KL2,U
1
KL2). Рассмотрим операторы 𝐻 = 𝐿−1

0 𝑀0 и 𝑆 = 𝐿−1
1 𝑀1. Пусть

оператор 𝑀 (𝐿, 𝑝)-ограничен и 𝐻 ≡ O, 𝑝 = 0 или 𝐻𝑝 ̸= O, 𝐻𝑝+1 ≡ O, тогда он
называется (𝐿, 𝑝)-ограниченным оператором.

Если выполнено условие

(4)
𝜎𝐿(𝑀) = 𝜎𝐿

𝑙 (𝑀)⊕ 𝜎𝐿
𝑟 (𝑀), где

𝜎𝐿
𝑙 (𝑀) = {𝜇 ∈ 𝜎𝐿(𝑀) : ℜ𝜇 < 0} ̸= ⊘,

𝜎𝐿
𝑟 (𝑀) = {𝜇 ∈ 𝜎𝐿(𝑀) : ℜ𝜇 > 0} ̸= ⊘,

тогда существуют проекторы

𝑃𝑙(𝑟) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑙(𝑟)

(𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿𝑑𝜇, 𝑄𝑙(𝑟) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑙(𝑟)

𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1𝑑𝜇,

где контур Γ𝑙(𝑟) лежит в левой (правой) полуплоскости и ограничивает область,
содержащую ту часть 𝐿-спектра оператора 𝑀 , которая расположена в данной
полуплоскости. Заметим, что 𝑃𝑙(𝑟)𝑃 = 𝑃𝑃𝑙(𝑟) = 𝑃𝑙(𝑟) и 𝑄𝑙(𝑟)𝑄 = 𝑄𝑄𝑙(𝑟) = 𝑄𝑙(𝑟), причем

𝑃𝑙𝑃𝑟 = 𝑃𝑟𝑃𝑙 = O и 𝑄𝑙𝑄𝑟 = 𝑄𝑟𝑄𝑙 = O. Положим I𝑠(𝑢) = im𝑃𝑙(𝑟), F
𝑠(𝑢)
K L2 = im𝑄𝑙(𝑟), и

через 𝑀𝑙 (𝐿𝑙) и 𝑀𝑟 (𝐿𝑟) обозначим сужения 𝑀 (𝐿) на I𝑠 и I𝑢.
Рассмотрим линейное уравнение (2) с начальным условием

(5) 𝜂(0) = 𝜂0,

где 𝜂0 =
∞∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝜉𝑘𝜙𝑘. Пусть выполнено условие (4), тогда задачу (2), (5) будем

рассматривать в виде системы

(6) 𝐻
𝑜
𝜂
0

= 𝜂0, 𝜂0(0) = 𝜂00,
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(7) 𝐿𝑙
𝑜
𝜂𝑙= 𝑀𝑙𝜂𝑙, 𝜂𝑙(0) = 𝜂𝑙0,

(8) 𝐿𝑟
𝑜
𝜂𝑟= 𝑀𝑟𝜂𝑟, 𝜂𝑟(0) = 𝜂𝑟0.

Здесь 𝜂00 = (I − 𝑃 )𝜂0 =
∑︀

𝑘={𝑘:ker𝐿̸={0}}
𝜆𝑘𝜉𝑘𝜙𝑘, 𝜂𝑙0 = 𝑃𝑙𝜂0 =

∑︀
𝑘={𝑘:ℜ𝜇𝑘<0}

𝜆𝑘𝜉𝑘(𝑡)𝜙𝑘, 𝜂𝑟0 =

𝑃𝑟𝜂0 =
∑︀

𝑘={𝑘:ℜ𝜇𝑘>0}
𝜆𝑘𝜉𝑘(𝑡)𝜙𝑘. Существование решений задачи (2), (5) обсуждалось в [1].

Показано, что если 𝜂0 ∈ U1
KL2, то существует единственное решение задачи (2), (5).

В [2] показано, что существуют голоморфные группы

𝑈 𝑡
𝑙 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑙

(𝜇𝐿𝑙 −𝑀𝑙)
−1𝐿𝑙𝑒

𝜇𝑡𝑑𝜇, 𝑈 𝑡
𝑟 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑟

(𝜇𝐿𝑟 −𝑀𝑟)
−1𝐿𝑟𝑒

𝜇𝑡𝑑𝜇.

Решения 𝜂𝑙 = 𝜂𝑙(𝑡) = 𝑈 𝑡
𝑙 𝜂𝑙0 задачи (7) принадлежат устойчивому инвариантному

пространству I𝑠, а решения 𝜂𝑟 = 𝜂𝑟(𝑡) = 𝑈 𝑡
𝑟𝜂𝑟0 задачи (8) принадлежат неустойчивому

инвариантному пространству I𝑢. Стохастический процесс 𝜂 = 𝜂𝑙 + 𝜂𝑟 является
решением задачи (2), (5).

Пусть 𝜈 = max
𝜇∈𝜎𝐿

𝑟 (𝑀)
ℜ𝜇 + 𝜀, где 𝜀 > 0 можно выбрать сколь угодно малым.

Решение задачи (9) имеет вид 𝜂𝑙 = 𝑈 𝑡
𝑙 𝜂𝑙0. Так как lim

𝑡→∞
‖𝜂𝑙(𝑡)‖UKL2 = 0, то рассмотрим

следующую задачу стабилизации. Требуется найти такую случайную величину
𝜒 ∈ F𝑟

KL2, что решения системы

(9) 𝐿𝑙
𝑜
𝜂𝑙= 𝑀𝑙𝜂𝑙, 𝜂𝑙(0) = 𝜂𝑙0,

(10) 𝐿𝑟
𝑜
𝜂𝑟= 𝑀𝑟𝜂𝑟 + 𝜒, 𝜂𝑟(0) = 𝜂𝑟0

стабилизируются, т.е.

(11) lim
𝑡→∞

‖𝜂𝑟(𝑡)‖UKL2 = 0.

Для (5) найдем обратную связь вида

(12) 𝜒 = 𝐵𝜂𝑟

такую, чтобы замкнутая система, замкнутая обратной связью (12), была
асимптотически устойчивой. Здесь 𝐵 – некоторый линейный ограниченный
оператор. Итак, для уравнения

(13) 𝐿𝑟
𝑜
𝜂𝑟= 𝑀𝑟𝜂𝑟 +𝐵𝜂𝑟 = (𝑀𝑟 +𝐾)𝜂𝑟

требуется найти такой оператор 𝐵, что спектр 𝜎𝐿𝑟(𝑀𝑟 + 𝐵) лежит в левой
полуплоскости комплексной плоскости.
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Пусть 𝛼 ∈ R+, 𝜆 ∈ R−. Тогда

𝜎𝐿(𝑀) = 𝜎𝐿
+(𝑀)

⋃︁
𝜎𝐿
−(𝑀),

где

𝜎𝐿
+(𝑀) =

{︂
−𝛼𝑘2

𝜆+ 𝑘2
: −𝑘2 > 𝜆

}︂
, 𝜎𝐿

−(𝑀) =

{︂
−𝛼𝑘2

𝜆+ 𝑘2
: −𝑘2 < 𝜆

}︂
.

Пространства

I𝑢 =
{︀
𝜂 ∈ UKL2 : (·, sin 𝑘𝑥) sin 𝑘𝑥 = 0, −𝑘2 > 𝜆

}︀
,

I𝑠 =
{︀
𝜂 ∈ UKL2 : (·, sin 𝑘𝑥) sin 𝑘𝑥 = 0,−𝑘2 < 𝜆

}︀
.

являются неустойчивым и устойчивым инвариантными пространствами.
Размерность пространства Iu равна𝑚 = max 𝑘 : {−𝑘2 > 𝜆}, и codimI𝑠 = 𝑚+dimker𝐿.

Пусть 𝐵 = 𝛼(𝜀+𝑚2), 𝜀 можно выбрать сколь угодно малым. Тогда

𝜎𝐿𝑟(𝑀𝑟 +𝐾) =

{︂
−𝛼𝑘2 + 𝛼(𝜀+𝑚2)

𝜆+ 𝑘2

}︂
< 0.

Решение задачи (13) имеет вид

𝜂𝑟 =
𝑚∑︁
𝑘=1

exp

(︂
−𝛼𝑘2 + 𝛼(𝜀+𝑚2)

𝜆+ 𝑘2
𝑡

)︂(︃ 𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜉𝑘 sin 𝑘𝑥, sin 𝑘𝑥

)︃
sin 𝑘𝑥.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-11-
20037, https://rscf.ru/project/20-11-20037/.
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