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Аннотация: рассматривается задача синтеза оптимального в среднем закона управления 
дифференциальным объектом, если переменные его состояния измеряются со 
случайными погрешностями. Используя метод апостериорных достаточных координат, 
вместо известного интервально-оптимального регулятора Мортенсена получен 
существенно более простой алгоритм нахождения его оперативно-оптимального 
аналога. Новый регулятор не требует решения в обратном времени соответствующего 
уравнения Беллмана, так как оптимален в смысле переменного во времени критерия. Это 
позволяет не учитывать информацию о будущем поведении системы, сводя процедуру 
нахождения зависимости управления от достаточных координат к интегрированию в 
прямом времени уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова и к решению задачи 
параметрического нелинейного программирования. Применение полученного алгоритма 
демонстрируется на примере линейно-квадратично-гауссовской задачи, в результате 
чего сформулирована новая оперативная версия известной теоремы разделения. 

 

1. Введение 
 

Известным решением задачи синтеза управления, оптимального в среднем и на 
определенном интервале времени, является динамическое преобразование неточных 
измерений в управление [1-3]. Оно состоит из инерционного стохастического фильтра 
Стратоновича, который накапливает информацию об измерениях, преобразуя их в 
апостериорную плотность вероятности вектора состояния объекта, и безынерционного 
детерминированного регулятора Мортенсена, который в каждый момент времени 
вычисляет управление по виду апостериорной плотности. Однако для этого 
необходимо решать весьма сложное уравнение Беллмана–Мортенсена в вариационных 
производных Фреше. Только замена апостериорной плотности достаточными 
координатами приводит к решению уравнения Беллмана в частных производных. 

В данной работе предлагается более простая процедура синтеза регулятора, 
который тоже использует апостериорные достаточные координаты, но оптимален в 
несколько другом смысле. Традиционный интервальный критерий оптимальности, 
обеспечивающий управление объектом на всем заранее заданном интервале времени, а 
потому от времени не зависящий, заменяется похожим оперативным критерием, 
зависящим от времени. Это позволяет учитывать информацию только о прошлом и 
текущем состоянии объекта и не пересчитывать закон управления при чем-либо 
вызванных изменениях уравнения объекта в будущем. Кроме того, переменный 
критерий оптимальности существенно упрощает процедуру синтеза регулятора, 
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позволяя отказаться от решения уравнения Беллмана. В частности, в доказанной ниже 
оперативной теореме разделения коэффициент усиления соответствующего линейного 
позиционного регулятора оказывается известным из критерия оптимальности. 
 

2. Постановка задачи синтеза оперативного управления 
 

Пусть ݐ ൒ 0 – время, ࢚ࢄ – n-мерный вектор состояния объекта управления, ࢚ࢅ – m-
мерный вектор его измеряемого выхода, ࢒ – ࢚ࢁ-мерный вектор управления из в общем 
случае ограниченной области , ܸݐ – k-мерный вектор гауссовского белого шума. 
Известны уравнения Ито состояния объекта и измерителя этого состояния 

(1) 
ሶܺ
ݐ ൌ ܽሺݐܷ,ݐܺ,ݐሻ	൅ ,ሻݔ0ሺ݌~0ܺ,ݐܸ	ሻݐܷ,ݐܺ,ݐሺܤ
ሶܻ
ݐ ൌ ܿሺݐܷ,ݐܺ,ݐሻ	൅ܦሺݐܷ,ݐሻ	ܸݐ, ܻ0 ൌ 0.

 

Требуется найти не упреждающую зависимость управления ܷݐ системой (1) от всех 
предыдущих измерений и уже выполненных управлений как их функционал  
ݐܷ (2) ൌ 0ܻ,ݐሺߴ

ݐ ,ܷ0
ݐ ሻ	, ܻ0

ݐ ൌ ሼܻ | ∈ ሾ0, ሻሽ,ܷ0ݐ
ݐ ൌ ሼܷ | ∈ ሾ0,  ,ሻሽݐ

который обеспечивает минимум некоторому критерию качества управления. 
Обычно минимизируют постоянный во времени критерий, определяющий потери 

на управление на всем заданном отрезке ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ времени управления 

ሺ⋅ሻሿߴሾܬ (3) ൌ M ቂ׬ ሺ , ܺ , ܷ ሻ݀
்
଴ ൅ ሺ்ܺሻቃ → min. 

Будем называть его интервальным (И-критерий). Однако получаемое с его 
помощью управление (2) в каждый момент времени t требует информации о 
функционировании системы и в будущем, на интервале времени

 
ሺݐ, ܶሿ. 

Поэтому рассмотрим переменный во времени критерий 
ሺ⋅ሻሿߴሾݐܫ (4) ൌ Mቂ׬ ሺ ,ܺ ,ܷ ሻ݀ݐ

0 ൅ ሺݐܺ,ݐሻቃ → min, 
который назовем оперативным (О-критерий). В отличие от (3) он уже не штрафует 
будущее поведение системы и, как показало исследование его детерминированного 
аналога [4], соответствующий регулятор не использует информации об этом. 
 

3. Достаточные координаты и уравнение фильтра 
 

Наиболее качественный синтез оптимального закона управления по выходу 
основан на использовании апостериорной плотности вероятности (АПВ) 
ሺݐ, |ݔ ଴ܻ

௧, ܷ଴
௧ሻ, определяющей состояние нелинейного фильтра Стратоновича. Переход к 

вектору ܵݐ достаточных координат (ДК) [1, 2] дает ሺݐ, |ݔ ଴ܻ
௧, ܷ଴

௧ሻ ൌ ሺݐ, ,ݔ ܵ௧ሻ. 
Для рассматриваемого объекта управления (1), (2) уравнение состояния фильтра 

Стратоновича в форме ДК и его начальное условие имеют вид [1] 
(5) ሶܵ

ݐ ൌ ݄ሺݐܷ,ݐ, ሻݐܵ ൅ ሺݐܷ,ݐ, ሻሾݐܵ ሶܻ ݐ െ ොܿሺݐܷ,ݐ, ,ሻሿݐܵ ܵ0 ൌ ഥ
0 ൌ ׬ ሺݔሻ0݌ሺݔሻ݀ݔ, 

причем структурные функции этого уравнения определяются по формулам 

݄ሺݐ, ,ݑ ሻݏ ൌ නܭ௫∗௨ሾ ሺݔሻሿ ሺݐ, ,ݔ  ,ݔሻ݀ݏ

ሺݐ, ,ݑ ሻݏ ൌ ൤ሺ ܿ୘෢ െ ෡ܿ̂୘ሻ ൅ නሺ ௫ ሻ ሺݐ, ,ݔ ,ݐ൨ܴିଵሺݔሻ݀ݏ  ,ሻݑ

где ܭ௫∗௨ ൌ ܽ୘׏௫ ൅ 0.5	trሾܳ	׏௫׏௫ሿ – обратный производящий оператор процесса ܺ௧, 
ܳ ൌ ܴ ,୘ܤܤ ൌ ୘, ൌܦܦ  ୘ – матрицы условных интенсивностей белых возмущенийܦܤ
векторов ܺ௧, ௧ܻ, а символ ^ над именем функции означает ее апостериорное среднее. 
 

4. Оперативно-оптимальный регулятор  
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С помощью ДК управление ܷݐ можно искать не как инерционный функционал (2), 
а в виде безынерционной зависимости ܷݐ ൌ ,ݐሺݑ  из ݐܷ ሻ. Тогда, исключая переменнуюݐܵ
уравнений (1), (5), получим замкнутую систему из двух уравнений Ито для марковской 
пары ሺܺ௧, ܵ௧ሻ. Ее плотность вероятности ݎሺݐ, ,ݔ –ሻ удовлетворяет уравнению Фоккераݏ
Планка–Колмогорова (ФПК) или соответствующему ему тождеству [5] 

 
ௗ

ௗ௧
∬ ݏ݀ݔ݀	ݎ	 ൌ ∬ቀడ

డ௧
൅ ௫௦∗௨ሾܭ ሿቁ ݏ݀ݔ݀	ݎ 	∀	 ሺݐ, ,ݔ ሻݏ ∈ ԧଵ,ଶ,ଶ 

с начальным условием ݎሺ0, ,ݔ ሻݏ ൌ 	ሻݔ଴ሺ݌ 	ሺݏ െ ഥ଴ሻ и с сопряженным оператором 
ݏݔܭ
ሾݑ∗ ሿ ൌ Tݑܽ ݔ ൅ ݑ݁

T
ݏ ൅ 0.5	trሾܳݑ	 ሿݔݔ ൅

൅0.5	trሾ2 ݑ Tݑ
ݏݔ ൅

ݑܴݑ Tݑ
.ሿݏݏ

 

Здесь ݁ݑሺݐ, ,ݔ ሻݏ ൌ ,ݐሺݑ݄ ሻݏ ൅ ,ݐሺݑ ,ݐሺݑሻሾܿݏ ,ݔ ሻݏ െ ොܿݑሺݐ, ,ሻሿݏ ,ݐሺݑܨ ሻݏ ൌ ,ݐሺݑ ,ݐሺݑܦሻݏ  ሻ, аݏ
верхним индексом ݑ отмечены сложные функции, например ܽݑሺݐ, ,ݔ ሻݏ ൌ ܽሺݐ, ,ݔ ,ݐሺݑ  .ሻሻݏ

Потребуем от искомого закона управления оптимальности в смысле О-критерия 
(4), который в результате использования плотности ݎሺݐ, ,ݔ  ሻ принимает видݏ

௧ܫ  ൌ ׬ ۦ ௨ሺ , ,ݔ ,ሻݏ ሺݎ , ,ݔ ሻۧ݀ݏ
௧
଴ ൅ ۦ ሺݐ, ,ሻݔ ,ݐሺݎ ,ݔ  ,ሻۧݏ

где ۦ , ۧݎ ൌ ∬ ሺݐ, ,ݔ ,ݐሺݎሻݏ ,ݔ  Для его минимизации используем метод .ݏ݀ݔ݀	ሻݏ
припасовывания, состоящий в оптимизации приращения этого критерия за каждый 
сколь угодно малый промежуток времени ሾݐ, ݐ ൅ ݐ ,ሿݐ ↓ 0. Последнее, как показано в 
[5], сводится к минимизации скорости изменения этого функционала в любой момент 
времени ܫሶ ݐ → min,∀ݐ ൒ 0, что известно как условие локальной оптимальности. Заметим, 
что вследствие неотрицательности самого критерия ݐܫ ൒ 0 эта скорость ограничена 
снизу ܫሶ ݐ ൐ െ∞, так что ее минимум существует. 

Используя тождество ФПК, находим вид производной критерия ܫሶ ݐ ൌ ൻ ݑ ൅ ߲ ⁄ݐ߲ ൅
ݏݔܭ
ሾݑ∗ ሿ,  ሻ⋅,ݐሺݑ ൿ. Искомая функция входит в это выражение только в виде ее сеченияݎ

при фиксированном t. Слагаемое ߲ۦ ⁄ݐ߲ ,  от него не зависит, поэтому достаточно ۧݎ
минимизировать функционал ݐሾݑሺݐ,⋅ሻሿ ൌ ൻ ݑ ൅ݏݔܭ

ሾݑ∗ ሿ,  ൿ. Учитывая в нем видݎ
оператора ݏݔܭ

,ݐи независимость дифференцируемой им функции текущих потерь ሺ ݑ∗  ሻݔ
от переменной s, имеем ݐሾݑሺݐ,⋅ሻሿ ൌ ർ ݑ ൅ Tݑܽ ݔ ൅ 0.5	trሾܳݑ	 ,ሿݔݔ  ඀. Заменив здесьݎ

совместную плотность вероятности ݎሺ⋅ሻ произведением маргинальной на условную 
,ݐሺݎ ,ݔ ሻݏ ൌ ,ݐሺݍ 	ሻݏ ሺݐ, ,ሻݏ|ݔ ,ݐሺݍ ሻݏ ൌ ׬ ,ݐሺݎ ,ݔ  получаем функционал ,ݔ݀	ሻݏ
маргинального среднего ݐሾݑሺݐ,⋅ሻሿ ൌ ׬ 	ሾݐ, ;ݏ ,ݐሺݑ ,ݐሺݍ	ሻሿݏ  от функции условного ݏሻ݀ݏ
среднего  
(6) ሺݐ, ;ݏ ሻݑ	 ൌ ሺ׬ ൅ ܽ୘ ௫ ൅ 0.5	tr	ሾܳ ௫௫ሿሻ	  .ݔ݀	

Тогда из свойства монотонности операции интегрирования и неотрицательности 
плотности вероятности ݍሺ⋅ሻ ൒ 0 следует [5], что для отыскания минимума функционала 
௧ሾ⋅ሿ достаточно найти минимум его маргинально усредняемой функции условного 
среднего ሺ⋅ሻ по одному из ее аргументов при любых значениях других 
,ݐሺݑ (7) ሻݏ ൌ argmin

௩∈ ⊂Թ೗
ሺݐ, ;ݏ ,ሻݒ ,ݐ∀  .ݏ

При этом функция ሺ⋅ሻ требует знания условной плотности вероятности ሺ⋅ሻ. Она 
определяется по получаемой решением задачи Коши для тождества ФПК совместной 
плотности ݎሺ⋅ሻ как отношение ሺݐ, ሻݏ|ݔ ൌ ,ݐሺݎ ,ݔ ሻݏ ׬ ,ݐሺݎ ,ݔ ⁄ݔ݀	ሻݏ . 
 

5. Два решения ЛКГ-задачи 
 

Пусть уравнения объекта (1) и измерителя (2) линейные 
ሶܺ ௧ ൌ ሻܺ௧ݐሺܣ ൅ ሻݐሺܭ ௧ܷ ൅ ሻݐሺܤ ௧ܸ, ሶܻ௧ ൌ ሻܺ௧ݐሺܥ ൅ ሻݐሺܯ ௧ܷ ൅ ሻ݀ݐሺܦ ௧ܸ, 
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начальное состояние гауссовское ܺ0~ܰሺ0݉||ݔ
0ܦ,ݔ

ݐܷ ሻ, управление не ограниченоݔ ∈ ൌ
Թ݈, а функции критериев (3), (4) квадратические 
(8) ൌ ൌ 0.5	ሾݔ୘ ሺݐሻ	ݔ ൅ ୘ݑ ሺݐሻ	ݑሿ, ൌ ୘ݔ	0.5 ,ݔ	 ൌ ୘ݔ	0.5 ሺݐሻ	ݔ. 

В этом случае АПВ является гауссовской ሺݐ, ,ݔ ܵ௧ሻ ൌ ܰሺݔ|| ෠ܺ௧, ௧ܲሻ, так что вектор 
ДК состоит только из двух компонент ܵݐ ൌ ሺ෡ܺݐ, ሻ. При этом случайная оценка ෡ܺݐܲ  ݐ
состояния ܺݐ определяется уравнением фильтра Калмана–Бьюси, а детерминированная 
матрица ковариаций ошибки оценивания ܲݐ ൌ covሺܺݐ െ ෡ܺ

 ሻ находится из не зависящегоݐ
ни от оценки ෡ܺ  заранее ݐܲ уравнения Риккати. Это делает ݐܷ ни от управления ,ݐ
известной функцией времени, что позволяет исключить ее из состава ДК, считая 
ݐܵ ൌ ෡ܺ

ݐܷ и искать управление как функцию оценки ,ݐ ൌ ,ݐሺݑ ෡ܺ  .ሻݐ
Для нее при квадратическом И-критерии (3), (8) известен результат, полученный 

аналитическим решением соответствующего уравнения Беллмана. 
Теорема 1 [1, 6]. В интервальной ЛКГ-задаче оптимальное устройство управления 

(2) разделяется на фильтр Калмана–Бьюси с матрицей ковариации, получаемой 
решением прямой задачи Коши для уравнения Риккати, и интервально-оптимальный 
линейный детерминированный регулятор, настраиваемый на весь отрезок времени 
управления ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ решением обратной задачи Коши для своего уравнения Риккати. 

Если же оптимизировать квадратический О-критерий (4), (8), то достаточно найти 
частный минимум (7) условного среднего (6), который в этом случае имеет вид 

ሺݐ, ;ොݔ ሻݑ	 ൌ
୘ݔሺ	ሺ0.5׬ ݔ	 ൅ ୘ݑ ሻݑ	 ൅ ሺݔܣ ൅ ሻ୘ݑܭ ݔ	 ൅ 0.5	tr	ሾܳ ሿሻ	 ሺݐ,  ,ݔ݀	ොሻݔ|ݔ
причем от переменной управления ݑ в нем зависят только два слагаемых 

ሺݐ, ;ොݔ ሻݑ	 ൌ ୘ݑ	0.5 ݑ	 ൅ ୘ܭ୘ݑ ,ݐሺݔ̅	 ොሻݔ ൅ invarሺݑሻ, ,ݐሺݔ̅ ොሻݔ ൌ
׬ ݔ ሺݐ,  .ݔොሻ݀ݔ|ݔ

Так как ൐ 0, то минимум этой функции достигается на 
,ݐሺݑ ොሻݔ ൌ െ ିଵܭ୘ ,ݐሺݔ̅	  .ොሻݔ

При этом совместная плотность гауссовская 
,ݐሺݎ ,ݔ ොሻݔ ൌ ܰሺݔ, ො||݉௧ݔ

௫,݉௧
௫ො, ௧ܦ

௫, ௧ܦ
௫ො, ௧ܦ

௫௫ොሻ. Тогда по теореме о нормальной корреляции 
гауссова и условная плотность ሺݐ, ොሻݔ|ݔ ൌ ܰ	ሾݔ̅||ݔሺݐ, ,ොሻݔ ሺݐሻሿ, а ее среднее и 

ковариация находятся по формулам ݔഥሺݐ, ෝሻݔ ൌ ݐ݉
ݔ ൅ݐܦ

ݐܦෝݔݔ
ෝݔෝ⊕ሺݔ െ݉ݐ

,ෝሻݔ ሺݐሻ ൌ ݐܦ
ݔ െ

ݐܦ
ݐܦෝݔݔ

ݐܦ⊕ෝݔ
Используя здесь известные свойства несмещенности оценки ሾ .ݔෝݔ ෠ܺ௧ሿ ൌ ሾܺ௧ሿ 

и ее ортогональности к ошибке оценивания covሺܺ௧ െ ෠ܺ௧, ෠ܺ௧ሻ ൌ 0, имеем ݉ݐ
ෝݔ ൌ ݐ݉

 ,ݔ
ݐܦ
ෝݔݔ ൌ ݐܦ

,ݐഥሺݔ ෝ. В результатеݔ ෝሻݔ ൌ ሻݐෝ, ሺݔ ൌ ௧ܦ
௫ െ ௧ܦ

௫ො и искомая минималь принимает 
требуемый вид ݑሺݐ, ොሻݔ ൌ െ ିଵܭ୘  .ොݔ	

Теорема 2. В оперативной ЛКГ-задаче оптимальное устройство управления (2) 
разделяется на линейный фильтр Калмана–Бьюси и линейный детерминированный 
регулятор с известной из условий задачи матрицей усиления ିଵሺݐሻܭ୘ሺݐሻ ሺݐሻ. 
 

6. Заключение 
 

Решена новая задача синтеза оперативно получаемого темпе со временем закона 
оптимального в среднем управления нелинейным стохастическим дифференциальным 
объектом по его измеряемому выходу. Она обобщает задачу синтеза локально-
оптимального управления детерминированным объектом по точным измерениям его 
состояния [4]. При этом также используется переменный во времени критерий 
оптимальности, который минимизирует потери, накопленные к текущему моменту 
времени и не учитывает их будущие значения. Это позволяет не учитывать и 
возможные в будущем изменения параметров и структуры управляемого объекта. 
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Процедура синтеза продемонстрирована на примере ЛКГ-задачи, в результате чего 
получена оперативная версия известной теоремы разделения. 
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