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Аннотация: Доклад посвящен описанию применения метода вейвлет канонических 
представлений нестационарного стохастического процесса (СтП) для решения задач 
синтеза стохастических систем (СтС). Дан способ приведения интегрального 
канонического представления СтП к соответствующему вейвлет каноническому 
разложению (ВЛКР). Для нестационарной нелинейной СтС, описываемой уравнениями 
В.С. Пугачева с аддитивными гауссовскими случайными помехами, разработан общий 
метод построения оптимальной по функциональному бейесову критерию оценки 
выходного сигнала методом ВЛКР. Метод обеспечивает высокую точность вычисления 
вероятностных характеристик СтП при небольшом количестве членов ВЛКР для 
сложных линейных и нелинейных систем.  

 

1. Введение 
 

В настоящее время для анализа и обработки нестационарных стохастических 
процессов (СтП) методами канонических представлений (канонических разложений 
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(КР) и интегральных канонических представлений (ИКП)) [1, 2] широко применяют 
вейвлеты. В [3] описан метод, позволяющий построить вейвлет каноническое 
разложение (ВЛКР) СтП на основе ортонормированного базиса вейвлетов с 
компактными носителями, в том числе, базиса Хаара. Вычислительные эксперименты 
показали высокую точность вычисления вероятностных характеристик СтП уже при 
минимальном количестве членов ВЛКР. Метод можно применять для решения 
различных задач анализа и синтеза стохастических систем. Для моделирования СтП 
применяется также ИКП. В [1, 2] описан простейший способ построения ИКП путем 
замены его соответствующим каноническим разложением. В [4, 5] предложено 
решение задачи синтеза оптимальной по бейесову критерию (БК) линейной и 
нелинейной нестационарной СтС методом ВЛКР, рассмотрены различные виды БК и 
особые случаи задания СтС. В [6] полученные результаты были обобщены на случай 
функционального БК (ФБК) для решения задачи синтеза оптимальной нестационарной, 
в общем случае нелинейной, одномерной СтС. Дано решение задачи синтеза 
оптимальной по ФБК нестационарной нелинейной многомерной СтС методом ВЛКР. 
Система описывается уравнениями В.С. Пугачева с аддитивными нормально 
распределенными (гауссовскими) помехами. Случайные помехи из состава входного и 
выходного сигналов системы не зависят от случайных параметров СтС. Функция 
потерь задается линейным функционалом. Оптимальная оценка выходного СтП 
системы находится из условия минимума условного математического ожидания 
функции потерь относительно наблюдаемого входного СтП системы. Разработанный 
метод позволяет моделировать требуемый выходной сигнал системы и его оценку.  

 

2. Приведение ИКП к КР 
 

Согласно [1, 2] в силу прямой теоремы Пугачева: под ИКП скалярного 
стохастического процесса ܺሺݐሻ с математическим ожиданием ݉ܺሺݐሻ и ковариационной 
функцией ܺܭሺ1ݐ,  2ሻ в заданном интервале T изменения аргумента t понимаютݐ
представление вида ܺሺݐሻ ൌ ݉௑ሺݐሻ ൅ ׬ ܸሺߣሻݔሺݐ, ஃߣሻ݀ߣ , где ܸሺߣሻ – скалярный 
гауссовский белый шум интенсивности ܩሺߣሻ в области Λ, ݔሺݐ,  ሻ – координатнаяߣ
функция. Интегральному каноническому представлению СтП ܺሺݐሻ соответствует 
интегральное представление ковариационной функции 
,1ݐሺܺܭ 2ሻݐ ൌ ׬ ,1ݐሺݔሻߣሺܩ ,2ݐሺݔሻߣ Λߣሻ݀ߣ 	ሺ1ݐ, 2ݐ ∈ ܶሻ. Проведем в ИКП СтП ܺሺݐሻ 
дискретизацию параметра ߣ ∈ Λ ൌ ሾߣ଴, ߣ ௅ሿ. Пустьߣ ൌ ,଴ߣ ,ଵߣ . . . , ߥߣ௅, гдеߣ ൌ 0ߣ ൅ ߥ ⋅ᇞ ᇞ,ߣ
ߣ ൌ 0ߣെܮߣ

ܮ
, ߥ ൌ ߥߣ Рассмотрим функции в точках коллокации .ܮ,1

∗ ൌ 0ߣ ൅ ߣᇞߥ
2

. 

Тогда	ܸሺߣሻ ൌ ∑ ܸሺߣఔ∗ ሻ௅
ఔୀଵ ߣሺߜ െ ∗ఔߣ ሻ,ܩሺߣሻ ൌ ∑ ∗ఔߣሺܩ ሻ௅

ఔୀଵ ߣሺߜ െ ∗ఔߣ ሻ,ݔሺݐ, ሻߣ ൌ
∑ ,ݐሺݔ ∗ఔߣ ሻ௅
ఔୀଵ ߣሺߜ െ ∗ఔߣ ሻ. Введем обозначения: ܸሺߣఔ∗ ሻ ൌ ఔܸ, ∗ఔߣሺܩ ሻ ൌ ,ఔܩ ,ݐሺݔ ∗ఔߣ ሻ ൌ  ሻ. Вݐఔሺݔ

результате задача построения ИКП СтП ܺሺݐሻ сводится к задаче построения ВЛКР вида 
ܺሺݐሻ ൌ ݉௑ሺݐሻ ൅ ∑ ఔܸݔఔሺݐሻ௅

ఔ , где ܸߥ – некоррелированные случайные величины (СВ) с 
нулевыми математическими ожиданиями и дисперсиями ߥݔ ,ߥܩሺݐሻ – координатные 
функции, ܺܭሺ1ݐ, 2ሻݐ ൌ ∑ ܮ1ሻݐሺߥݔߥܩ

ൌ1ߥ  .2ሻݐሺߥݔ
Аналогично ИКП векторного СтП сводится к построению соответствующего 

векторного ВЛКР. Пользуясь обратной теоремой Пугачева, заключаем, что из ИКП 
ковариационной функции следует ИКП процесса, а также соответствующие их 
канонические разложения. 

 

3. Метод функциональной бейесовой оптимизации  
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На вход системы поступает ܼ݊-мерный действительный СтП ܼሺݐሻ ൌ Φሺݐ, ܷሻ ൅ ܺሺݐሻ, 
наблюдаемый в течение промежутка времени Т. На выходе СтС требуется получить 
ܹ݊-мерный действительный СтП ܹሺݏሻ ൌ Ψሺݏ, ܷሻ ൅ ܻሺݏሻ	ሺݏ ∈ ܵሻ Здесь Φሺݐ, ܷሻ и 
Ψሺݏ, ܷሻ – известные, в общем случае, нелинейные функции времени ݐ ∈ ܶ или ݏ ∈ ܵ и 
ܷ݊-мерной случайной величины (СВ) ܷ с заданной плотностью вероятности ݂ሺݑሻ. 
Случайные помехи ܺሺݐሻи ܻሺݏሻ имеют нулевые математические ожидания и не зависят 
от СВ ܷ. Рассмотрим случай, когда случайные помехи ܺሺݐሻи ܻሺݏሻ зависимы. 

Ковариационная матрица ܺܭሺ1ݐ, 2ሻݐ ൌ ቛ1݅2݅ܭ
ܺ ሺ1ݐ, 2ሻቛ݅1,݅2ൌ1ݐ

ݖ݊
 помехи ܺሺݐሻ известна и ее 

элементы 1݅2݅ܭ
ܺ ሺ1ݐ, 2ሺܶܮ 2ሻ принадлежат пространствуݐ ൈ ܶሻ. Совместная ковариационная 

матрица ܻܺܭሺݐ, ሻݏ ൌ ቛ1݅2݅ܭ
ܻܺ ሺݐ, ሻቛݏ

݅1,݅2ൌ1

ݓ݊,ݖ݊
 помех ܺሺݐሻ и ܻሺݏሻ известна и 1݅2݅ܭ

ܻܺ ሺݐ, ሻݏ ∈ 2ሺܶܮ ൈ

ܵሻ. Функции Φ݅ሺݐ, ሺ݅	ሻݑ ൌ 1,2, . . . ,  2ሺܶሻ относительноܮ ሻ принадлежат пространствуݖ݊
переменной t, считая переменную u параметром. 

Требуется найти оптимальную СтС с оператором ݐܣ, выходной ܹ݊-мерный СтП 
которой ܹ∗ሺݏሻ ൌ  обеспечивал бы минимум математического ожидания функции ܼݐܣ
потерь: ܯሾ݈ሺܹ,ܹ∗ሻሿ ൌ min. ФБК задается функцией потерь ݈ሺܹ,ܹ∗ሻ в виде линейного 
функционала ݏܨ от функции ߪሺݏ,ܹ,ܹ∗ሻ переменной s: ݈ሺܹ,ܹ∗ሻ ൌ  .ሻ∗ܹ,ܹ,ݏሺߪ௦ܨ
Функция ߪሺݏ,ܹ,ܹ∗ሻ в общем случае может зависеть от сигнала ܹሺݏሻ, его оценки 
ܹ∗ሺݏሻ и их производных любых порядков. Для сокращения обозначений не указываем 
производные функций ܹ и ܹ∗ в числе аргументов функции ߪ.  

В [1] показано, что для решения этой задачи достаточно найти такой оператор, 
который обеспечивает минимум условного математического ожидания функции потерь 
в момент времени s для каждой реализации ݖሺݐሻ СтП ܼሺݐሻ, наблюдаемого на 
промежутке времени T: ܯሾ݈ሺܹ,ܹ∗ሻ|ܼሿ ൌ min. Эту величину называют условным 
риском ߩሺܼ,ܹ∗ሻ ൌ  ሾ݈ሺܹ,ܹ∗ሻ|ܼሿ. Так как линейный функционал и операциюܯ
математического ожидания можно менять местами, то для условного риска 
справедлива формула: ߩሺܼ,ܹ∗ሻ ൌ  ሻ|ܼሿ. Для нахождения условного∗ܹ,ܹ,ݏሺߪሾܯ௦ܨ
риска надо определить условную плотность ݂ܹሺݖ|ݓሻ требуемого выходного СтП ܹ, 
или СВ ܷ и случайной помехи ܻ, относительно наблюдаемого СтП ܼ. Качество оценки 
ܹ∗ будем определять для каждой данной реализации СтП Z соответствующим 
значением условного риска ߩሺܼ,ܹ∗ሻ. 

Для ИКП векторных помех ܺሺݐሻи ܻሺݏሻ, приведенных к соответствующим КР, 
представим решение задачи, состоящее из 4-х шагов.  

Шаг 1. Построение ВЛКР векторных помех ܺሺݐሻ и ܻሺݏሻ. ВЛКР векторной помехи 
ܺሺݐሻ ൌ ‖ܺఏሺݐሻ‖ఏୀଵ

௡೥  имеет вид: ܺሺݐሻ ൌ ∑ ఔܸ
௫௅

ఔୀଵ ,ሻݐఔሺݔ ܺఏሺݐሻ ൌ ∑ ఔܸ
௫௅

ఔୀଵ ߠሺ	ሻݐఔఏሺݔ ൌ
1,2, . . . , ݊௭ሻ, где ܸߥ

ߥሺ	ݔ ൌ 1,2, . . . ,  ሻ – независимые скалярные СВ с нулевымиܮ
математическими ожиданиями и дисперсиями ߥܦ

 .ሻ – координатные функцииݐሺߠߥݔ ,	ݔ
ВЛКР помехи ܻሺݏሻ ൌ ‖ ఏܻሺݏሻ‖ఏୀଵ

௡ೢ  построим так, чтобы оно содержало только СВ 
ߥܸ
ߥሺ	ݔ ൌ 1,2, . . . , ሻݏሻ: ܻሺݐሻ из ВЛКР ܺሺܮ ൌ ∑ ఔܸ

௫௅
ఔୀଵ ,ሻݏఔሺݕ ఏܻሺݏሻ ൌ ∑ ఔܸ

௫௅
ఔୀଵ ߠሺ	ሻݏఔఏሺݕ ൌ

1,2, . . . , ݊௪ሻ, ߠߥݕሺݐሻ – координатные функции. Алгоритм построения ВЛКР векторного 
СтП подробно изложен в [4]. 

Шаг 2. Представление входного СтП ܼሺݐሻ в виде совокупности СВ. СтП ܼሺݐሻ ൌ
‖ܼఏሺݐሻ‖ఏୀଵ

௡೥  представим в виде: ܼሺݐሻ ൌ ∑ ఔܸ
௓௅

ఔୀଵ ,ሻݐఔሺݔ ܼఏሺݐሻ ൌ ∑ ఔܸ
௓௅

ఔୀଵ ߠሺ	ሻݐఔఏሺݔ ൌ
1,2, . . . , ݊௭ሻ, где СВ ܸߥ

ܼ ൌ ሺܷሻ൅ߥߙ ߥܸ
 ఔሺܷሻ выражаются черезߙ Случайные функции .ݔ

коэффициенты ВЛР функций Φ݅ሺݐ,  ሻ относительно t, считая u параметром, поݑ
выбранному вейвлет базису при построения ВЛКР случайной помехи ܺሺݐሻ. Выразив СВ 
ߥܸ
ߥܸ через СВ ݔ

ܼ и ߥߙሺܷሻ, получим следующие представления случайной помехи 
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ܻሺݏሻ ൌ ∑ ሺ ఔܸ
௓ െ ሻ௅ݏఔሺݕఔሺܷሻሻߙ

ఔୀଵ  и выходного СтП ܹሺݏሻ ൌ Ψሺݐ, ܷሻ ൅ ∑ ሺ ఔܸ
௓ െ௅

ఔୀଵ
ఔሺܷሻሻߙ ఔݕ ሺݏሻ. 

Шаг 3. Нахождение условной плотности ݂ܹሺݖ|ݓሻ. Условная плотность ݂ܹሺݖ|ݓሻ 
тождественно совпадает с условной плотностью СВ U относительно совокупности СВ 
ߥܸ
ܼи определяется после наблюдения СтП ܼሺݐሻ на промежутке времени Т формулой [1]: 

 ݂ܹሺݖ|ݓሻ ൌ ݂1ሺ1ݒ|ݑ
ܼ, 2ݒ

ܼ, . . . , ܮݒ
ܼሻ ൌ ߯ሺݖሻ݂ሺݑሻexp ൜∑ ሻݑሺߥߙܼߥݒ

ߥܦ
ݔ

ܮ
ൌ1ߥ െ 1

2
∑ ሻݑ2ሺߥߙ

ߥܦ
ݔ

ܮ
ൌ1ߥ ൠ, 

где ߯ሺݖሻ ൌ ቂ׬ ݂ሺݑሻexp ቄ∑ ௩ഌೋఈഌሺ௨ሻ

஽ഌ
ೣ

௅
ఔୀଵ െ ଵ

ଶ
∑ ఈഌమሺ௨ሻ

஽ഌ
ೣ

௅
ఔୀଵ ቅ ݑ݀

ାஶ
ିஶ ቃ

ିଵ
,ଵ௓ݒ , ,ଶ௓ݒ . . . ,  ௅௓ – реализации СВݒ

ܸ1
2ܸ,ݖ

,ݖ . . . , ܮܸ
  .ݖ

Шаг 4. Определение вида оператора оптимальной системы. Зная плотность 
݂ܹሺݖ|ݓሻ, можно вычислить условный риск: 

ሺܼ,ܹ∗ሻߩ  ൌ ׬௦ൣܨ ,ݐΨሺ,ݏሺߪ ሻݑ ൅ ∑ ሺݒఔ௓ െ ሻሻ௅ݑఔሺߙ
ఔୀଵ ఔݕ ሺݏሻ,ܹ∗ሻ ௐ݂ሺݖ|ݓሻ

ାஶ
ିஶ   .൧ݑ݀

Функционал ݏܨ следует рассмотреть как функцию величины Ρ ൌ ܹ∗ при 
фиксированных значениях параметров ܼߥݒ и времени s. Значение параметра 
Ρ ൌ Ρ଴ሺݏ, ଵݒ

௭, ଶݒ
௭, . . . , ௅ݒ

௭ሻ, при котором функционал ݏܨ достигает наименьшего значения, 
определяет оптимальный оператор по ФБК. Заменяя в Ρ0ሺݏ, 1ݒ

,ݖ 2ݒ
ݖ , . . . , ܮݒ

 ሻ переменныеݖ
1ݒ
,ݖ 2ݒ

,ݖ . . . , ܮݒ
соответственно СВ ܸ1 ݖ

2ܸ,ݖ
,ݖ . . . , ܮܸ

 получаем вид оператора ФБК ,ݖ
оптимальной системы: ܹ∗ ൌ ܼܣ ൌ Ρ0ሺ1ܸ,ݏ

2ܸ,ݖ
,ݖ . . . , ܮܸ

 .ሻݖ
 

4. Заключение 
 

В докладе описано общее решение задачи синтеза оптимальной по ФБК 
нелинейной нестационарной СтС, описываемой уравнениями В.С. Пугачева с 
аддитивными нормально распределенными помехами, методом ВЛКР. При этом все 
искомые параметры выражены аналитически через коэффициенты ВЛР заданных 
детерминированных квадратично интегрируемых функций по выбранному 
ортонормированному базису вейвлетов с компактными носителями, в частности, 
вейвлетов Хаара. 

Метод функциональной бейесовой оптимизации на основе вейвлет канонических 
представлениях гауссовских СтП можно применять для моделирования, анализа и 
синтеза линейных и нелинейных информационно-управляющих систем высокой 
доступности, функционирующих в условиях сложных импульсных воздействий [2-7].  
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