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Аннотация: Предложен алгоритм стабилизации нелинейных систем со снижением
уровня влияния помех измерения, параметрической неопределенности и внешних
возмущений. Рассматриваются помехи измерения, размерность которых совпадает
с размерностью вектора состояния объекта. Параметрическая неопределенность и
внешние возмущения могут присутствовать в любом уравнении модели объекта.
Получены условия расчета параметров алгоритма в виде разрешимости линейного
матричного неравенства. Приводится сравнительный анализ полученного алгоритма
с алгоритмом компенсации возмущений с использованием вспомогательного контура
и алгоритмом, построенном с использованием фильтра калмановского типа.

1. Введение

В теории и практике автоматического управления особое внимание уделяется
задаче компенсации влияния параметрической неопределенности и внешних
возмущений, которые отрицательно влияют на качество функционирования
системы управления. В настоящее время для компенсации влияния возмущений
широко используются методы [1] – [6]. Однако [1] – [6] могут не обеспечивать
заданных показателей качества переходных процессов при наличии помех
измерения. Это связано с тем, что для одновременной компенсации влияния
возмущений и помех требуется находить между ними компромисс с учетом
особенности математической модели объекта. Для синтеза алгоритмов управления
в условиях возмущений и помех измерения эффективно используются метод 𝐻∞-
оптимизации [7], модифицированный метод вспомогательного контура [6], методы
анализа влияния помех измерения на качество работы замкнутой системы [8]
и т.д. В [6] получен алгоритм компенсации возмущений и помех при более
общих условиях на структуры матриц модели объекта по сравнению с [7]. Также
в [6] рассматриваются произвольные внешние ограниченные возмущения, а не
синусоидальные, как в [3]. Однако в [6] предполагается, что объект управления
линейный, размерность помехи должна быть меньше размерности вектора состояния,
параметрическая неопределенность и внешние возмущения могут присутствовать
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только в определенных уравнениях модели объекта.
В настоящем докладе рассматривается нелинейный объект у которого измерению

доступен сигнал, равный сумме вектора состояния объекта и помехи измерения,
размерности которых совпадают, а параметрическая неопределенность и внешние
возмущения могут присутствовать в любом уравнении модели объекта. Получено
условие расчета параметров алгоритма в виде разрешимости линейного матричного
неравенства (ЛМН). Приведены численные сравнения полученного алгоритма с
алгоритмом компенсации возмущений с использованием вспомогательного контура
и алгоритмом, построенном с использованием фильтра калмановского типа. Более
подробные выводы и исследования приведены в [9].

2. Постановка задачи

Рассмотрим объект управления, модель которого описывается уравнениями

(1)
�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡) +𝐵 (𝜓(𝑥) + 𝑐0𝑢(𝑡) + 𝜙(𝑡)) , 𝑥(0) = 𝑥0,
𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝜉(𝑡),

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 – вектор состояния, 𝑢(𝑡) ∈ R – сигнал управления, 𝑧(𝑡) ∈ R𝑛 –
измеряемый сигнал, 𝜉(𝑡) = [𝜉1(𝑡), ..., 𝜉𝑛(𝑡)]

T – ограниченная помеха измерения, 𝜓(𝑥) ∈
R и 𝜙(𝑡) ∈ R – неизвестные функции такие, что

⃒⃒⃒
𝜕𝜓(𝑥)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
⩽ 𝐿, внешние возмущение 𝜙(𝑡)

является ограниченной функцией и |�̇�(𝑡)| ⩽ 𝜒1, 𝐿 > 0 и 𝜒1 > 0, 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 – известная
гурвицева матрица, 𝐵 = [𝑏1, ..., 𝑏𝑛]

T – известный вектор, пара (𝐴,𝐵) управляема,
неизвестный коэффициент 𝑐0 принадлежит отрезку [𝑐min, 𝑐max], где 𝑐min > −1 и 𝑐max

известны. Начальное условие 𝑥0 неизвестно. Предположим, что 𝑏𝑖 ̸= 0, lim
𝑡→∞

|𝜉𝑖(𝑡)| <

lim
𝑡→∞

|𝜉𝑘(𝑡)| и 𝜉𝑖(𝑡) – ограниченный сигнал, где 𝑖, 𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛} и 𝑖 ̸= 𝑘. Обозначим:

|𝜉𝑖(𝑡)| ⩽ 𝜒2 и |𝜉𝑖(𝑡)| ⩽ 𝜒3, где 𝜒2 > 0 и 𝜒3 > 0.
Требуется разработать алгоритм, который обеспечит выполнение условия

(2) lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝛿,

где значение величины 𝛿 > 0 будет определено в теореме и оно будет зависеть от
параметров системы управления.

3. Алгоритм оценки помехи измерения, закон
управления, основной результат

Согласно [9], алгоритм оценки помех измерения и закон управления
формируются в виде

𝜉 =

∫︁ 𝑡

0

[︁
𝐴𝜉(𝑠)− 𝐴1𝑧(𝑠)

]︁
𝑑𝑠+ 𝑧,(3)

𝑢 = − 1

𝜇

(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
[︂
�̂�𝑖 − 𝐸T

𝑖 𝐴

∫︁ 𝑡

0

�̂�(𝑠)𝑑𝑠

]︂
,(4)
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где 𝜉 – вектор оценки сигнала 𝜉 = [𝜉1, ..., 𝜉𝑖−1, 𝜉𝑖+1, ..., 𝜉𝑛]
T, 𝐼 – матрица размерности

(𝑛 − 1) × 𝑛, полученная из единичной матрицы порядка 𝑛 путем вычеркивания 𝑖-й
строки, 𝐸𝑗 = [0, ..., 0, 1, 0, ..., 0]T – вектор соответствующей размерности, у которого
j -я компонента равна 1, а остальные нулю, �̃� = [𝐸1, ..., 𝐸𝑖−1, 𝐸𝑖+1, ..., 𝐸𝑛], 𝐴 =
𝐼𝐴�̃�, 𝐴1 = 𝐼𝐴,𝐴2 = 𝐼𝐴𝐸𝑖, �̃� = 𝐼𝐵, �̂� = 𝑧 − �̃�𝜉.

Обозначим 𝐴21 = 1+𝑐0
𝜇
𝐴, 𝐴22 = −1+𝑐0

𝜇
𝐼𝑛 + 𝐴, 𝐴23 = 1+𝑐0

𝜇
𝐵
(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
𝐸T
𝑖 𝐴�̃�,

𝐵21 = 𝐵, 𝐵22 = −1+𝑐0
𝜇
𝐵
(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
𝐸T
𝑖 𝐴𝐸𝑖, 𝐵23 = −1+𝑐0

𝜇
𝐵
(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
, 𝐴43 =

1+𝑐0
𝜇

[︁
𝐴− �̃�

(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
𝐸𝑇
𝑖 𝐴�̃�

]︁
𝐴44 = −1+𝑐0

𝜇
𝐼𝑛−1 + 𝐴, 𝐵41 = −�̃�, 𝐵42 =

−1+𝑐0
𝜇

(︁
�̃�
(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
𝐸T
𝑖 𝐴𝐸𝑖 − 𝐴2

)︁
, 𝐵43 =

1+𝑐0
𝜇
�̃�
(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
+ 𝐴2,

𝐴𝑒 =

⎡⎢⎢⎣
O𝑛×𝑛 𝐼𝑛 O𝑛×(𝑛−1) O𝑛×(𝑛−1)

𝐴21 𝐴22 𝐴23 O𝑛×(𝑛−1)

O(𝑛−1)×𝑛 O(𝑛−1)×𝑛 O(𝑛−1)×(𝑛−1) 𝐼𝑛−1

O(𝑛−1)×𝑛 O(𝑛−1)×𝑛 𝐴43 𝐴44

⎤⎥⎥⎦, 𝐹 =

⎡⎢⎢⎣
O𝑛×1

𝐵
O(𝑛−1)×1

−�̃�

⎤⎥⎥⎦, 𝐵𝑒 =

⎡⎢⎢⎣
O𝑛×1 O𝑛×1 O𝑛×1

𝐵21 𝐵22 𝐵23

O(𝑛−1)×1 O(𝑛−1)×1 O(𝑛−1)×1

𝐵41 𝐵42 𝐵43

⎤⎥⎥⎦,Ψ =

⎡⎣ 𝐴T
𝑒 𝑃 + 𝑃𝐴𝑒 + 2𝛽𝑃 + 𝜏𝐿2𝐶T𝐶 𝑃𝐹 𝑃𝐵𝑒

* −𝜏 O1×3

* * −𝜌𝐼3

⎤⎦,
где O𝑛×𝑙 – нулевая матрица размерности 𝑛 × 𝑙, 𝐼𝑛 – единичная матрица порядка 𝑛,
” * ” обозначает симметричный блок симметричной матрицы.

Теорема. Рассмотрим систему управления, состоящую из объекта (1)
алгоритма оценки помехи (3) и закона управления (4). Пусть для заданных чисел
𝛽 > 0 и 𝜇 > 0 существуют коэффициенты 𝜏 > 0, 𝜌 > 0 и матрица 𝑃 > 0 такие,
что выполнено линейное матричное неравенство (ЛМН) Ψ < 0. Тогда замкнутая
система (1), (3), (4) устойчива и выполнено целевое условие (2), где

(5) 𝛿 =

√︃
𝜌
∑︀3

𝑖=1 𝜒
2
𝑖

2𝛽𝜆min(𝑃 )
,

𝜆min(𝑃 ) – наименьшее собственное число матрицы 𝑃 .

4. Пример

Рассмотрим объект (1), где 𝐴 =

⎡⎣ −3 1 0
−3 0 1
−1 0 0

⎤⎦, 𝐵 = [0 1 3]T, 𝑐0 ∈ [−0, 5; 5] и

𝜓(𝑥) = 1 +
∑︀3

𝑖=1 (𝑥𝑖 + 0, 5 cos𝑥𝑖). Предположим, что условие lim
𝑡→∞

|𝜉𝑖(𝑡)| < lim
𝑡→∞

|𝜉𝑘(𝑡)|,
где 𝑖, 𝑘 ∈ {1, 2, 3} и 𝑖 ̸= 𝑘, выполнено для 𝑖 = 3, 𝑥(0) = [1 1 1]T и 𝑐0 = 1.

Воспользовавшись пакетом SeDuMi в Matlab [10], [11], получим, что ЛМН Ψ < 0
имеет решения при 𝜇 ⩽ 0, 033. Пусть в (1): 𝜙 = 5 + 2 sin(0, 7𝑡) cos(2𝑡) + sin(1, 5𝑡),
𝜉1 = 1 + 10 sin(3𝑡), 𝜉2 = −2 + 7 cos(3𝑡), 𝜉3 = 0, 01 sin(0, 8𝑡). На рис. 1 приведены
переходные процессы по 𝑥: 1) при 𝑢 = 0 (рис. 1, а); 2) при 𝑢 = 𝑢0 [6], где

𝑢0 = − 1
𝜇

(︀
𝐸T
𝑖 𝐵

)︀−1
[︁
𝑧𝑖 − 𝐸T

𝑖 𝐴
∫︀ 𝑡
0
𝑧(𝑠)𝑑𝑠

]︁
и 𝜇 = 0, 01 (рис. 1, б ); 3) для предложенного

алгоритма при 𝜇 = 0, 01 (рис. 1, в) и при 𝜇 = 0, 001 (рис. 1, г).
Из рис. 1, а следует, что при 𝑢 = 0 система неустойчива. При 𝑢 = 𝑢0 [6] (т.е.

только (4) без (3)) замкнутая система устойчива, однако качество регулирования в
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Рис. 1. Переходные процессы по 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3]
T при 𝑢 = 0 (а), 𝑢 = 𝑢0 [6] (б ) и

использовании предложенного алгоритма при 𝜇 = 0, 01 (в) и 𝜇 = 0, 001 (г)

установившемся режиме неудовлетворительно (𝛿 = 8, 1 после 3 с). Из рис. 1 в следует,
что предложенная схема управления обеспечивает компенсацию возмущений и помех
измерения с точностью 𝛿 = 0, 3 после 3 с. Уменьшая 𝜇 в разработанном алгоритме в
10 раз, получим 𝛿 = 0, 01 после 3 с (см. рис. 1, в).

Теперь приведем сравнение (3), (4) с законом управления (4), где �̂� получен с
помощью фильтра Калмана–Бьюси [12, 13]. Для расчета матрицы обратной связи
в фильтре Калмана–Бьюси с помощью уравнения Риккати выбираются матрицы
интенсивности возмущения и помехи с нормами не более 0,1 каждая. Зададим 𝜇 =
0, 01. Помеху измерения зададим как

(6)
𝜙 = 5 + 2 sin(0, 7𝑡) cos(2𝑡) + sin(1, 5𝑡) + 𝑑1,

𝜉1 = 1 + 10 sin 3𝑡+ 𝑑2, 𝜉2 = −2 + 7 cos 3𝑡+ 𝑑3, 𝜉3 = 0, 01 sin 0, 8𝑡+ 𝑑4,

где 𝑑1(𝑡), 𝑑2(𝑡), 𝑑3(𝑡) и 𝑑4(𝑡) получены с помощью блоков «Band-limited White Noise»
в Matlab Simulink со следующими параметрами: мощность шума (noise power) 1, 3, 5
и 10−3 и время выборки (sample time) 0,1 с, 0,01 с, 0,03 с и 0,1 с соответственно для
четырех сигналов.

Рассмотрим первый случай, когда функция 𝜓(𝑥) ̸= 0, а 𝜙 задана в виде (6).
Результаты моделирования показали, что замкнутая система, построенная с
использованием 𝑢0 и фильтра калмановского типа, неустойчива из-за наличия
нелинейности 𝜓(𝑥). Однако предложенный алгоритм обеспечивает устойчивость
замкнутой системы и компенсацию возмущений и помех (см. рис. 1). Теперь
рассмотрим второй случай, когда 𝜓(𝑥) = 0 и 𝜙 задано в виде (6). Результаты
моделирования для алгоритма 𝑢0 с использованием фильтра калмановского типа
приведены на рис. 2, а, а для предложенного алгоритма – на рис. 2, б. Из рис. 2, а,
б видно, что предложенный алгоритм обеспечивает гораздо меньше значение 𝛿, чем
при использовании фильтра калмановского типа. Рассмотрим третий случай, когда
𝜓(𝑥) = 0 и 𝜙 = 0. Результаты переходных процессов по 𝑥, полученные с помощью
(4) и фильтра калмановского типа приведены на рис. 2, в. Для предложенного
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алгоритма результаты моделирования подобны результатам, представленным на
рис. 2, б. В этом случае значения 𝛿 почти одинаковые для обоих алгоритмов.
Рассмотрим четвертый случай, когда 𝜓(𝑥) = 0, 𝜙 = 0 и 𝜉3 = 0. Результаты
переходных процессов по x, полученные с помощью (4) и фильтра калмановского
типа, подобны результатам, приведенным на рис. 2, в. На рис. 2, г представлены
результаты для предложенного алгоритма. Очевидно, что в четвертом случае
значение 𝛿 при использовании разработанного алгоритма значительно меньше, чем
при использовании (4) и фильтра калмановского типа.

Рис. 2. Переходные процессы по 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3]
T для алгоритма, построенного на

базе фильтра калмановского типа (а,в) и для разработанного алгоритма (б, г)

Исследование выполнено в ИПМаш РАН при поддержке госзадания №
121112500298-6 (ЕГИСУ НИОКТР).
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