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Аннотация: Рассматривается задача управляемости поэтапно меняющихся линейных 
динамических систем с помощью динамического регулятора. Сформулирована вполне 
управляемость поэтапно меняющихся линейных систем с помощью динамического 
регулятора. Получены критерии вполне управляемости поэтапно меняющихся линейных 
нестационарных и стационарных систем с помощью динамического регулятора, которые 
выражены непосредственно через параметры исходных систем.  

 

1. Введение 
 

Теория управления, являясь одной из важнейших наук, дает основу для исследования 
и проектирования автоматизированных систем во многих областях деятельности человека. 
Целью проектирования систем автоматического управления является построение 
управляющего устройства обратной связи (регулятора), с помощью которого 
динамической системе передается желаемое движение. С точки зрения легко 
реализуемости обратной связи представляет интерес возможность построения управления 
динамической системой с помощью функций из желаемого класса.  

Исследованию задач построения динамических регуляторов посвящены, в частности, 
работы [1-3]. В этих работах рассматривается задача управляемости линейной 
динамической системы с помощью дифференциально-алгебраического регулятора, 
который представляет собой линейную дескрипторную систему. Получен критерий 
управляемости динамическим регулятором, который выражается через параметры системы 
и динамического регулятора. 

Исследование многих прикладных задач о процессах управления и наблюдения 
сводится к динамическим системам, структурные параметры которых на разных этапах 
функционирования различные, в частности, к системам переменной структуры (поэтапно 
меняющимся системам). Как в обычных задачах управления и наблюдения [3, 4], так и в 
задачах управления и наблюдения поэтапно меняющимися системами принципиальными 
являются вопросы управляемости и наблюдаемости. Они играют важную роль в синтезе 
этих систем [5-10]. Некоторые вопросы управляемости и наблюдаемости систем 
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переменной структуры (поэтапно меняющихся) исследованы, в частности, в работах [6-
10].  

В данной работе рассматриваются вопросы управляемости поэтапно меняющихся 
линейных систем с помощью динамического регулятора. Сформулирована вполне 
управляемость поэтапно меняющихся линейных систем с помощью динамического 
регулятора. Получены условия вполне управляемости поэтапно меняющейся линейной 
стационарной системы с помощью динамического регулятора и эти условия явно 
выражены непосредственно через исходные параметры системы. 

 

2. Постановка задачи 
 

Рассмотрим управляемый процесс, динамика которого описывается поэтапно 
меняющимися линейными нестационарными дифференциальными уравнениями  

(1)  ሶݔ ൌ ൞

ݔሻݐ1ሺܣ ൅ ݐ		при								ݑሻݐ1ሺܤ ∈ ሾ0ݐ, ,1ሻݐ
ݔሻݐ2ሺܣ ൅ ݐ		при						ݑሻݐ2ሺܤ ∈ ሾ1ݐ, ,2ሻݐ
						.				.			.
ݔሻݐሺ݉ܣ ൅ ݐ		при							ݑሻݐሺ݉ܤ ∈ ሾ݉ݐെ1, ܶሿ,

 

с начальным условием 
଴ሻݐሺݔ (2) ൌ  ,଴ݔ
где ݔሺݐሻ ∈ ܴ௡, ݔሺݐሻ- фазовый вектор системы; ݇ܣሺݐሻ, ݇ܤሺݐሻ ሺ݇ ൌ 1, . . . , ݉ሻ матрицы 
параметров системы (модели объекта), ݑሺݐሻ управляющее воздействие, соответственно, с 
размерностями ݇ܣሺݐሻ െ ሺ݊ ൈ ݊ሻ, ݇ܤሺݐሻ െ ሺ݊ ൈ ሻݐሺݑ ,ሻݎ െ ሺݎ ൈ 1ሻ. В общем случае будем 
предполагать, что элементы матриц ݇ܣሺݐሻ, ݇ܤሺݐሻ и вектор-столбца ݑሺݐሻ являются 
непрерывными функциями. Предполагается, что в заданные промежуточные моменты 
времени ݇ݐ 
  0 ൑ ଴ݐ ൏ ଵݐ ൏ ⋯ ൏ ௠ିଵݐ ൏ ௠ݐ ൌ ܶ 
конец движения предыдущего этапа является началом следующего этапа, то есть в 
моменты времени ݇ݐ 
௞ݐሺݔ (3) െ 0ሻ ൌ ௞ݐሺݔ ൅ 0ሻ ൌ ݇ ,௞ሻݐሺݔ ൌ 1, . . . , ݉ െ 1. 
Описанная математическая модель характеризуется как система с переменной структурой 
(т.е. поэтапно меняющаяся система). 

Определение 1. Система (1), для которой конец движения предыдущего этапа 
является началом следующего этапа, называется вполне управляемой на отрезке времени 
ሾݐ଴, ܶሿ, если для любых начальных ݔሺݐ଴ሻ ൌ ሺܶሻݔ ଴ и конечныхݔ ൌ  состояний можно ்ݔ
указать управление ݑሺݐሻ, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ, такое, что решение ݔሺݐሻ, начиная из состояния ݔሺݐ଴ሻ в 
момент времени ݐ ൌ ܶ удовлетворяет условию ݔሺܶሻ ൌ  .்ݔ

Рассматривается вопрос о возможности управления системой с помощью технически 
легко реализуемой функции (из известного класса). Поэтому пусть управляющая функция 
ݐ ,ሻݐሺݑ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ, имеет вид 
(4)  ሻݐሺݑ ൌ  ,ሻݐሺݕܥ
где ݕሺݐሻ строится по выходному сигналу следующей дифференциальной системы 
(5)  ሶݕ ሺݐሻ ൌ ଴ሻݐሺݕ ,ሻݐሺݕܦ ൌ  ,଴ݕ
которую назовем дифференциально-динамическим регулятором или просто динамическим 
регулятором поэтапно меняющейся системы (1). Здесь ܥ – ሺݎ ൈ ݊ሻ и ܦ – ሺ݊ ൈ ݊ሻ - мерные 
заданные матрицы.  
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Определение 2. Поэтапно меняющаяся система (1), для которой конец движения 
предыдущего этапа является началом следующего этапа, называется вполне управляемой 
на отрезке времени ሾݐ଴, ܶሿ динамическим регулятором (4), (5), если для любого начального 
состояния ݔሺݐ଴ሻ ൌ ଴ሻݐሺݕ ଴ системы (1) найдется начальное состояниеݔ ൌ  ,଴ системы (5)ݕ
при котором решение системы (1), соответствующее управлению ݑሺݐሻ, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ из (4), в 
конечный момент времени ݐ ൌ ܶ удовлетворяет условию ݔሺܶሻ ൌ  Требуется найти .்ݔ
условия, при которых движение объекта, описываемого системой (1)-(3), будет вполне 
управляемым динамическим регулятором (4), (5) на отрезке времени ሾݐ଴, ܶሿ.  

 

3. Об основных результатах 
 

Для получения основных результатов используются теоремы о представлении 
решения и о вполне управляемости поэтапно меняющихся линейных систем (1) [6, 7, 10]. 

Теорема 1. Для любых начальных значений ݔሺݐ଴ሻ ൌ  ሻݐሺݑ ଴ и допустимых управленийݔ
существует решение ݔሺݐሻ системы (1), удовлетворяющее условиям (3), ݇ ൌ 1, . . . , ݉ െ 1 и 
для ݐ ∈ ሾݐ௞ିଵ,   ௞ሻ представляется в видеݐ

  ሻݐሺݔ ൌ ܸሺݐ, ଴ሻݐሺݔ଴ሻݐ ൅ ∑ ܸሺݐ, ௝ሻݐ
௞ିଵ
௝ୀଵ ׬ ௝ܪ

௧ೕ
௧ೕషభ

ሾݐ௝, ߬ሿݑሺ߬ሻ݀߬ ൅ ׬ ,ݐ௞ሾܪ ߬ሿ
௧
௧ೖషభ

 ,ሺ߬ሻ݀߬ݑ

где 
    ܸሺݐ, ௝ሻݐ ൌ ܺ௞ሾݐ, ,௞ିଵݐܸሺ	௞ିଵሿݐ ,௞ݐ௝ሻ, ܸሺݐ ௝ሻݐ ൌ ∏ ܺ௞ି௜ሾݐ௞ି௜, ௞ି௜ିଵሿݐ

௞ି௝ିଵ
௜ୀ଴ , 

ሺ݇ ൌ 1, . . . , ݉; 		݆ ൌ 0, . . . , ݇ െ 1ሻ, ݇ܪሾݐ, ߬ሿ ൌ ܺ݇ሾݐ, ߬ሿ݇ܤ, а через ܺ݇ሾݐ, ߬ሿ обозначена 
нормированная фундаментальная матрица решения однородной части ݇–ого уравнения 
системы (1). Отметим, что согласно введенному обозначению ܸሺݐ௞, ௞ିଵሻݐ ൌ ܺ௞ሾݐ௞,  ௞ିଵሿݐ
при ݆ ൌ ݇ െ 1, а ܸሺݐ௞, ௞ሻݐ ൌ ݆ при ܧ ൌ ݇. 

Теорема 2. Поэтапно меняющаяся система (1) с условием (3) вполне управляема на 
отрезке времени ሾݐ଴, ܶሿ, тогда и только тогда, когда интегральная матрица  

  ܳሺݐ଴, . . . . , ܶሻ ൌ ׬ ൫∑ ܸሺТ, ௝ሻݐ
௠
௝ୀଵ ,௝ݐ௝ሾܪ ∑ሿ൯൫ݐ ܸሺТ, ௝ሻݐ

௠
௝ୀଵ ,௝ݐ௝ሾܪ ሿ൯ݐ

்
ݐ݀

்
௧బ

 

положительно определена. Здесь введены следующие обозначения: 

,1ݐഥ1ሾܪ ሿݐ ൌ ൜
,1ݐ1ሾܪ 0ݐ		при				ሿݐ ൑ ݐ ൏ ,1ݐ
0				при		1ݐ ൑ ݐ ൑ ܶ,

 
,݉ݐഥ݉ሾܪ ሿݐ ൌ ൜

0				при				0ݐ ൑ ݐ ൏ ,െ1݉ݐ
,݉ݐሾ݉ܪ െ1݉ݐ				при				ሿݐ ൑ ݐ ൑ ܶ, 

  ,݇ݐഥ݇ሾܪ ሿݐ ൌ ቐ
0				при			0ݐ ൑ ݐ ൏ ,െ1݇ݐ
,݇ݐሾ݇ܪ െ1݇ݐ			при				ሿݐ ൑ ݐ ൏ ,݇ݐ
0				при			݇ݐ ൑ ݐ ൑ ܶ,

 ݇ ൌ 2, . . . , ݉ െ 1. 

Из (4) и (5) имеем 
(6)  ሻݐሺݑ ൌ  .଴ሻݐሺݕ஽ሺ௧ି௧బሻ݁ܥ

Если управление ݑሺݐሻ, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ обеспечивает переход движения системы (1) к 
моменту времени ݐ ൌ ܶ в положение ݔሺܶሻ ൌ ݐ то при ,்ݔ ൌ ௠ݐ ൌ ܶ (при ݇ ൌ ݉) на основе 
выше приведенных теорем получим  
(7)  ,଴ݐሺܯ ,ଵݐ . . . , ܶሻݕሺݐ଴ሻ ൌ ሺܶሻݔ െ ௠ܸሺܶ,  ,଴ሻݐሺݔ଴ሻݐ
где 

,଴ݐሺܯ ,ଵݐ . . . , ܶሻ ൌ ∑ ௠ܸሺܶ, ௝ሻݐ ׬ ,௝ݐ௝ሾܪ ߬ሿ݁ܥ஽	ఛ݀߬
௧ೕ
௧ೕషభ

݁ି஽	௧బ௠
௝ୀଵ .

 Матрица ܯሺݐ଴, ,ଵݐ . . . , ܶሻ имеет размерность ሺ݊ ൈ ݊ሻ, (7) – это система ݊ линейных 
алгебраических уравнений относительно ݊ неизвестных компонент вектора ݕሺݐ଴ሻ с правой 
частью ݔሺܶሻ െ ௠ܸሺܶ, ଴ሻݐሺݔ ଴ሻ. Отметим, что для любого начального состоянияݐሺݔ଴ሻݐ ൌ  ଴ݔ
системы (1) правая часть системы (7) принимает любое значение. Поэтому из условий 
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существования решений системы линейных неоднородных алгебраических уравнений (7) 
следует критерий вполне управляемости нестационарной системы (1) динамическим 
регулятором (4), (5). Следовательно, условие вполне управляемости поэтапно меняющейся 
линейной нестационарной системы с помощью динамического регулятора выражается 
следующей теоремой. 

Теорема 3. Система (1)-(3) вполне управляема динамическим регулятором (4), (5) 
тогда и только тогда, когда матрица ܯሺݐ଴, ,ଵݐ . . . , ܶሻ не особая. 

Суждение об условии управляемости поэтапно меняющихся линейных систем (1) с 
динамическим регулятором (4), (5) целесообразно иметь, опираясь лишь на исходные 
данные задачи. Поэтому желательно иметь условия, позволяющие судить об 
управляемости (1) с помощью динамического регулятора (4), (5) по элементам матрицы 
ሺ݇ ݇ܤ ,݇ܣ ൌ 1,… ,݉ሻ, ܥ и ܦ. 

Таким образом, требуется найти условия вполне управляемости поэтапно меняющихся 
линейных систем (1)-(3) с помощью динамического регулятора (4), (5), выраженные 
непосредственно через матрицы ݇ܤ ,݇ܣ ሺ݇ ൌ 1,… ,݉ሻ, ܥ и ܦ. 

Рассмотрим случай, когда система (1) стационарна, т.е.  

(8)  ሶݔ ൌ

ە
۔

ۓ
ݔ1ܣ ൅ ݐ								,ݑ1ܤ ∈ ሾ0ݐ, ,1ሻݐ
ݔ2ܣ ൅ ݐ						,ݑ2ܤ ∈ ሾ1ݐ, ,2ሻݐ
												⋮
ݔ݉ܣ ൅ ݐ					,ݑ݉ܤ ∈ ሾ݉ݐെ1, ܶሿ.

 

 

Для вполне управляемости системы (8) с условием (3) на отрезке времени 0ݐ ൑ ݐ ൑ ܶ 
справедлива следующая теорема [6]. 

Теорема 4. Линейная стационарная система (1) вполне управляема на отрезке времени 
0ݐ ൑ ݐ ൑ ܶ, тогда и только тогда, когда матрица  
  ܭ ൌ ሼܤଵ, ,ଵܤଵܣ … , ଵܣ

௡ିଵܤଵ, … , ,௠ܤ …,௠ܤ௠ܣ ,  ௠ሽܤ௠௡ିଵܣ
имеет ранг равный ݊.  

Условия вполне управляемости поэтапно меняющейся линейной стационарной 
системы с помощью динамического регулятора выражается следующей теоремой. 

Теорема 5. Система (8) с условием (3) вполне управляема динамическим регулятором 
(4), (5), тогда и только тогда, когда выполняется равенство 

(9)  ݇݊ܽݎ ቀ∑ ௝ܥ
௠
௝ୀଵ ׬ ݁ି஺ೕఛܤ௝݁ܥ஽ఛ݀߬

௧ೕ
௧ೕషభ

ቁ ൌ ݊. 

Таким образом, при выполнении условий (9) для любого начального состояния 
ሺ0ሻݔ ൌ ሺ0ሻݕ ଴ системы (8) найдется начальное состояниеݔ ൌ  ଴ регулятора (5), приݕ
котором решение системы (8), соответствующее управлению ݑሺݐሻ, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ из (4), в 
конечный момент времени ݐ ൌ ܶ будет удовлетворять условию ݔሺܶሻ ൌ  .்ݔ
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