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Аннотация: В рамках теории неопределенности Лиу рассмотрена задача
оценивания области достижимости дискретной системы, содержащей неизвестные
параметры, стесненные заданными ограничениями. Исходная задача с
неопределенными помехами сведена к детерминированной многошаговой задаче с
матрицами. Получены необходимые и достаточные условия конечности минимума
функционала, задающего ограничения в детерминированной задаче. Рассмотрен
пример.

1. Введение

Òåîðèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Áàîäèíãà Ëèó ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â ïîñëåäíåå
äåñÿòèëåòèå [5�7]. Ýëåìåíòû òåîðèè ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, ðîáîòîòåõíèêå è
äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Òåîðèÿ Ëèó ÿâëÿåòñÿ ëèøü îäíèì
èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ è ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòè. Ê òàêèì ïîäõîäàì
ìîæíî îòíåñòè ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèþ íå÷åòêèõ
ìíîæåñòâ Çàäå, èíòåðâàëüíûé àíàëèç, òåîðèþ õàîñà. Àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ
âîçìîæíîñòè êàê àëüòåðíàòèâû âåðîÿòíîñòè â ðàáîòå [2]. Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü
ïðèîáðåëà òåîðèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ [4], îñíîâàííàÿ íà òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîì îïèñàíèè íåîïðåäåëåííîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè
íåîïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ Ëèó, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè

𝑥𝑘 = (𝐴𝑘 +𝐵𝑘𝐾𝑘)𝑥𝑘−1(1 + 𝜆𝑘𝜉𝑘), 𝑥𝑘 ∈ R𝑛, 𝑘 ∈ 1 : 𝑚,(1)

ãäå |𝜆𝑘| ⩽ 1 � ÷èñëà. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îöåíèâàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé èçó÷àëàñü â [3]. Â (1) ïðèñóòñòâóþò äâà âèäà
íåîïðåäåëåííîñòåé:

∙ äåòåðìèíèðîâàííûå ìàòðèöû 𝐾𝑘 ∈ R𝑞×𝑛, ïîä÷èíåííûå âìåñòå ñ 𝑥0

îãðàíè÷åíèÿì

𝐽(𝑥0,K) =
∑︀

𝑘∈1:𝑚
𝐸𝑥′

𝑘−1(𝐾
′
𝑘𝑅𝑘𝐾𝑘 +𝑄𝑘)𝑥𝑘−1 ⩽ 1, 𝑥0 ∈ X0,(2)
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ãäå 𝐸 � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, K = 𝐾1:𝑚; 𝑅𝑘 è 𝑄𝑘 � çàäàííûå ñèììåòðè÷åñêèå
ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé; X0 ∋ 0 � âûïóêëûé êîìïàêò â R𝑛;

∙ îáûêíîâåííûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [−1, 1] è íåçàâèñèìûå ìåæäó
ñîáîé íåîïðåäåëåííûå âåëè÷èíû (ÍÂ) 𝜉𝑘, çàäàííûå íà N-ïðîñòðàíñòâå (Ω,ℱ , 𝑁), ãäå
ℱ � 𝜎-àëãåáðà, 𝑁 � ôóíêöèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ìíîæåñòâà (ñì. îïðåäåëåíèÿ â [5]
èëè [1]).

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ôàêòû èç òåîðèè Ëèó. Ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) âêëþ÷àþò
øóìû 𝜉𝑘. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÐ) 𝐹𝜉(𝑥) äëÿ ÍÂ 𝜉 îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê
â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: 𝐹𝜉(𝑥) = 𝑁(𝜉 ⩽ 𝑥). Íåçàâèñèìîñòü äëÿ äâóõ ÍÂ 𝜉1, 𝜉2
ïîíèìàåòñÿ êàê 𝑁(𝐴*

1

⋂︀
𝐴*

2) = 𝑁(𝐴*
1)
⋀︀
𝑁(𝐴*

2), ãäå 𝑎
⋀︀
𝑏 = min(𝑎, 𝑏) è 𝐴*

𝑖 � ëþáûå
ìíîæåñòâà èç ñîâîêóïíîñòè {𝐴𝑖,Ω ∖𝐴𝑖,Ω}, 𝐴𝑖 = 𝜉−1

𝑖 (𝐵𝑖), 𝐵𝑖 ∈ ℬ, ℬ � 𝜎-àëãåáðà íà R.
Íåçàâèñèìîñòü îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ 𝑖. Ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå (ÌÎ) 𝐸 äëÿ ÍÂ 𝜉 îïðåäåëÿåòñÿ êàê 𝐸𝜉 =

∫︀∞
0

𝑁(𝜉 ⩾ 𝑥)𝑑𝑥−
∫︀ 0

−∞ 𝑁(𝜉 ⩽ 𝑥)𝑑𝑥,
åñëè õîòÿ áû îäèí èíòåãðàë êîíå÷åí. Âñÿêàÿ ÔÐ 𝐹 îáëàäàåò òðåìÿ ñâîéñòâàìè: (1)
𝐹 ̸≡ 0, (2) 𝐹 ̸≡ 1, (3) èç óñëîâèÿ 𝐹 (𝑥) = 1 ∀𝑥 > 𝑥* ñëåäóåò 𝐹 (𝑥*) = 1. Âåðíî
è îáðàòíîå: åñëè 𝐹 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1)�(2), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ÔÐ äëÿ íåêîòîðîé
ÍÂ. Îáûêíîâåííûå ÍÂ ñâÿçàíû ñî ñâîåé 𝐹 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ℒ � ñåìåéñòâî
âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ âèäà {(−∞, 𝑥], (𝑥,∞),∅, 𝑅} è 𝑁𝜉 = 𝑁𝜉−1 � èíäóöèðîâàííàÿ
íåîïðåäåëåííîñòü íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (R,ℬ). Òîãäà 𝑁𝜉((−∞, 𝑥]) = 𝐹 (𝑥),
𝑁𝜉((𝑥,∞)) = 1− 𝐹 (𝑥) è

𝑁𝜉(𝐵) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
inf

𝐵⊂
⋃︀
𝑖∈N

𝐴𝑖

∑︀
𝑖∈N

𝑁𝜉(𝐴𝑖), åñëè inf
𝐵⊂

⋃︀
𝑖∈N

𝐴𝑖

∑︀
𝑖∈N

𝑁𝜉(𝐴𝑖) < 0.5;

1− inf
𝐵𝑐⊂

⋃︀
𝑖∈N

𝐴𝑖

∑︀
𝑖∈N

𝑁𝜉(𝐴𝑖), åñëè inf
𝐵𝑐⊂

⋃︀
𝑖∈N

𝐴𝑖

∑︀
𝑖∈N

𝑁𝜉(𝐴𝑖) < 0.5;

0.5, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

äëÿ 𝐵 ∈ ℬ.
Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [−1, 1] îáûêíîâåííàÿ ÍÂ 𝜉 îòëè÷àåòñÿ

îò ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîñêîëüêó
𝑁(𝜉 = 𝑥) = 𝑁𝜉(𝑥) = 𝐹 (𝑥)

⋀︀
(1− 𝐹 (𝑥) ̸= 0 äëÿ 𝑥 ∈ (−1, 1).

2. Постановка задачи

Определение 1. Областью достижимости (ОД) 𝒳𝑚 назовем совокупность
НВ 𝜂 ∈ R𝑛, для которых ∃ набор (𝑥0,K), удовлетворяющий ограничениям (2) и
такой, что 𝑥𝑚 = 𝜂 при выполнении уравнений (1). Равенства рассматриваются
N-почти всюду.

Задача çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ÎÄ 𝒳𝑚. Ïóñòü 𝑉𝑚(𝜂) = min{𝐽(𝑥0,K) : 𝑥𝑚 =
𝜂, 𝑥0 ∈ X0, 𝐾𝑘 ∈ R𝑞×𝑛}. Òîãäà 𝒳𝑚 = {𝜂 : 𝑉𝑚(𝜂) ⩽ 1}.

Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà 0 ∈ 𝒳𝑚. Äàëåå òå ÍÂ 𝜂, äëÿ êîòîðûõ 𝑉𝑚(𝜂) = −∞,
èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ.
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3. Основные результаты

Теорема 1. Задача минимизации функционала 𝐽(𝑥0,K) в (2) эквивалентна
детерминированной задаче:

𝒱𝑚(𝑋𝑚) = min{J(𝑥0,K) : 𝑋𝑚 = Ξ = 𝐸𝜂𝜂′, 𝑥0 ∈ X0, 𝐾𝑘 ∈ R𝑞×𝑛},
J(𝑥0,K) =

∑︀
𝑘∈1:𝑚

𝑡𝑟((𝐾 ′
𝑘𝑅𝑘𝐾𝑘 +𝑄𝑘)𝑋𝑘−1),(3)

где 𝑡𝑟 – след матрицы, при рекуррентных условиях связи

𝑋𝑘 = (1 + 𝜆2
𝑘/3)𝑈𝑘(𝐾𝑘, 𝑋𝑘−1), 𝑋0 = 𝑥0𝑥

′
0,

𝑈𝑘(𝐾,𝑋) = (𝐴𝑘 +𝐵𝑘𝐾)𝑋(𝐴𝑘 +𝐵𝑘𝐾)′.
(4)

Функционалы 𝐽 и J совпадают. Следовательно, 𝒱𝑚(Ξ) = 𝑉𝑚(𝜂), если минимум
конечен и достигается.

Доказательство. Èìååì

𝑋𝑘 = 𝐸𝑥𝑘𝑥
′
𝑘 = 𝐸((𝐴𝑘 +𝐵𝑘𝐾𝑘)(1 + 𝜆𝑘𝜉𝑘)𝑥𝑘−1𝑥

′
𝑘−1(𝐴𝑘 +𝐵𝑘𝐾𝑘)

′(1+
+𝜆𝑘𝜉𝑘)) = 𝑈𝑘 + 𝐸(2𝜆𝑘𝑈𝑘𝜉𝑘 + 𝜆2

𝑘𝑈𝑘𝜉
2
𝑘).

Çäåñü 𝑈𝑘 = 𝑈𝑘(𝐾𝑘, 𝑋𝑘−1) äëÿ ñîêðàùåíèÿ. Äàëåå, 𝐸(2𝜆𝑘𝑈𝑘𝜉𝑘 + 𝜆2
𝑘𝑈𝑘𝜉

2
𝑘) =

𝜆2
𝑘𝑈𝑘𝐸(2𝜉𝑘/𝜆𝑘 + 𝜉2𝑘) = 𝜆2

𝑘𝑈𝑘/3. Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ôàêòû: 𝐸𝜉𝑘 = 0,
𝐸(2𝜉𝑘/𝜆𝑘 + 𝜉2𝑘) = 1/3, 𝑎𝐸𝜉 + 𝑏𝐸𝜂 = 𝐸(𝑎𝜉 + 𝑏𝜂) è 𝐸𝜉𝜂 = 𝐸𝜉𝐸𝜂 äëÿ íåçàâèñèìûõ ÍÂ 𝜉,
𝜂. Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 𝑅𝑘 ⩾ 0 è 𝑄 ⩾ 0 ïðè äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïðè
âûïîëíåíèè ýòèõ ñâîéñòâ èìååì 𝑉𝑚(𝜂) = 𝒱𝑚(𝑋𝑚) ⩾ 0.

Следствие 1. ОД 𝒳𝑚 = {𝜂 : 𝒱𝑚(𝐸𝜂𝜂′) ⩽ 1}.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (3) â ôîðìóëå (4) ïîëàãàåì 𝜆𝑘 = 0. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê

ìàòðèöàì 𝐴𝑘 =
√︀
1 + 𝜆2

𝑘/3𝐴𝑘, �̄�𝑘 =
√︀

1 + 𝜆2
𝑘/3𝐵𝑘. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = J(𝑥0,K) +
∑︀

𝑘∈1:𝑚
𝑡𝑟(𝐻𝑘(𝑈𝑘(𝐾𝑘, 𝑋𝑘−1)−𝑋𝑘)) + 𝑡𝑟(Γ(𝑋𝑚 − Ξ)), 𝑋0 = 𝑥0𝑥

′
0,

ãäå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû 𝐻1:𝑚 è Γ � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Íà ïåðâîì ýòàïå
ôèêñèðóåì 𝑥0. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè:

𝜕L/𝜕𝐾𝑘 = 2𝑅𝑘𝐾𝑘𝑋𝑘−1 + 2𝐵′
𝑘𝐻𝑘𝐴𝑘𝑋𝑘−1 + 2𝐵′

𝑘𝐻𝑘𝐵𝑘𝐾𝑘𝑋𝑘−1 = 0,
𝑘 ∈ 1 : 𝑚;

𝜕L/𝜕𝑋𝑘−1 = 𝐾 ′
𝑘𝑅𝑘𝐾𝑘 + 𝐴′

𝑘𝐻𝑘𝐴𝑘 +𝐾 ′
𝑘𝐵

′
𝑘𝐻𝑘𝐵𝑘𝐾𝑘 −𝐻𝑘−1 +𝑄𝑘+

+𝐾 ′
𝑘𝐵

′
𝑘𝐻𝑘𝐴𝑘 + 𝐴′

𝑘𝐻𝑘𝐵𝑘𝐾𝑘 = 0, 𝑘 ∈ 2 : 𝑚; 𝜕L/𝜕𝑋𝑚 = −𝐻𝑚 + Γ = 0.

(5)

Ïóñòü

𝐿𝑘 = 𝑅𝑘 +𝐵′
𝑘𝐻𝑘𝐵𝑘, 𝑀𝑘 = 𝐵′

𝑘𝐻𝑘𝐴𝑘.(6)

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ðàâåíñòâ (5) ïîëàãàåì𝐾𝑘 = −𝐿+
𝑘 𝑀𝑘+𝑌𝑘−𝐿+

𝑘 𝐿𝑘𝑌𝑘, ïðè÷åì äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 𝐿𝑘𝐿

+
𝑘 𝑀𝑘𝑋𝑘−1 = 𝑀𝑘𝑋𝑘−1. Çäåñü 𝐿

+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ
ìàòðèöà ê 𝐿. Ïîäñòàíîâêà 𝐾𝑘 â (5) äàåò (𝐻0 äîîïðåäåëÿåì ïðè 𝑘 = 1)

𝐻𝑘−1 = 𝐴′
𝑘𝐻𝑘𝐴𝑘 −𝑀 ′

𝑘𝐿
+
𝑘 𝑀𝑘 +𝑄𝑘, 𝐻𝑚 = Γ, 𝑘 ∈ 1 : 𝑚.(7)
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Теорема 2. Пусть величины 𝑉𝑚(𝜂) = 𝒱𝑚(Ξ) конечны и достигаются на
некоторой паре (𝑥0,K). Тогда существуют симметрические матрицы 𝐻1:𝑚 и Γ,
удовлетворяющие уравнениям (7), где матрицы заданы в (6), причем

𝐿𝑘𝐿
+
𝑘 𝑀𝑘𝑋𝑘−1 = 𝑀𝑘𝑋𝑘−1 и 𝐿𝑘 ⩾ 0.(8)

Более того, оптимальные матрицы записываются в виде 𝐾0
𝑘 = −𝐿+

𝑘 𝑀𝑘 + 𝑌𝑘 −
𝐿+
𝑘 𝐿𝑘𝑌𝑘, где матрицы 𝑌𝑘 ∈ R𝑟×𝑛 произвольны. Оптимальное значение 𝑉𝑚(𝜂) =

𝒱𝑚(Ξ) = min{−𝑡𝑟(ΓΞ) + 𝑥′
0𝐻0𝑥0 : 𝑥0 ∈ X0, 𝑋𝑚 = Ξ}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñâîäèòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèîíàëà â (3) â âèäå

J(𝑥0,K) =
∑︀

𝑘∈1:𝑚
𝑡𝑟((𝐾𝑘 + 𝐿+

𝑘 𝑀𝑘)
′𝐿𝑘(𝐾𝑘 + 𝐿+

𝑘 𝑀𝑘)𝑋𝑘−1)− 𝑡𝑟(ΓΞ)+

+𝑥′
0𝐻0𝑥0.

(9)

Ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà íåðàâåíñòâàõ 𝐿𝑘 ⩾ 0. Åñëè 𝐿𝑝 ̸⩾ 0 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑝 ∈
1 : 𝑚, òî ∃ âåêòîð ℎ è ÷èñëî 𝜈 < 0, òàêèå, ÷òî 𝐿𝑝ℎ = 𝜈ℎ. Ïóñòü 𝑁 � ìàòðèöà,
ñîñòîÿùàÿ èç 𝑛 ñòîëáöîâ-âåêòîðîâ ℎ. Òîãäà 𝐿𝑝𝑁 = 𝜈𝑁 è, ïîëàãàÿ 𝐾𝑘 = −𝐿+

𝑘 𝑀𝑘,
𝑘 ̸= 𝑝, 𝐾𝑝 = −𝐿+

𝑝 𝑀𝑝 + 𝛿𝑁/
√︀

|𝜈|, ïîëó÷àåì 𝒱𝑚(𝑋𝑚) = −∞, åñëè 𝛿 → ∞.

Теорема 3. Уравнения (7) совместно с соотношениями (4), (6), (8)
достаточны для конечности величин 𝒱𝑚(Ξ) = 𝑉𝑚(𝜂) > −∞, причем оптимальные
значения 𝐾𝑘 и соответствующий минимум указаны в теореме 2. Всего в системе
2𝑚𝑛(𝑛 + 1)/2 уравнений с таким же числом переменных: 𝑚𝑛(𝑛 + 1)/2 переменных
𝐻0:𝑚−1, 𝑛(𝑛+ 1)/2 переменных Γ и (𝑚− 1)𝑛(𝑛+ 1)/2 переменных 𝑋1:𝑚−1.

Следствие 2. Введем матрицу

H0 =
∏︀

𝑘∈0:𝑚−1

(𝐴𝑚−𝑖 +𝐵𝑚−𝑖𝐾
0
𝑚−𝑖).

Из формулы (4) вытекает, что 𝑋𝑚 = H0𝑋0H
′
0. Следовательно, 𝑡𝑟(Γ𝑋𝑚) =

𝑥′
0H

′
0ΓH0𝑥0. Получаем ОД 𝒳𝑚 = {𝜂 : min{𝑥′

0(𝐻0 − H′
0ΓH0)𝑥0 : 𝑥0 ∈ X0, H0𝑋0H

′
0 =

Ξ = 𝐸𝜂𝜂′} ⩽ 1}. Здесь минимизация проводится при соблюдении неравенств в (8).

4. Пример

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1), â êîòîðîé 𝑛 = 𝑚 = 2, 𝑟 = 1, 𝜆1 = 0.2, 𝜆2 = −0.1,

𝐴1 =
√
𝑎1

(︂
1 0
0 0

)︂
, 𝐴2 =

√
𝑎2

(︂
1 0
1 0

)︂
, �̄�1 =

√
𝑎1

(︂
1
0

)︂
, �̄�2 =

√
𝑎2

(︂
1
1

)︂
, ãäå 𝑎𝑘 =

1+𝜆2
𝑘/3. Â îãðàíè÷åíèè (2) èìååì 𝑅1 = 𝑝, 𝑅2 = 4, 𝑄1 = 𝑝

(︂
1 0
0 1

)︂
, 𝑄2 = 𝑝

(︂
1 0
0 0

)︂
, ãäå

𝑝 ⩾ −1 � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Â ñèñòåìå çäåñü 12 ïåðåìåííûõ è òàêîå æå êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé. Ïóñòü 𝑋1 = (𝑥1𝑖𝑗), 𝐻𝑘 = (ℎ𝑘𝑖𝑗), Γ = (𝛾𝑖𝑗), 𝑥0 = (𝑥0𝑖), 𝐾𝑘 = (𝑘𝑘𝑖), 𝑀𝑘 =
(𝑚𝑘𝑖). Ïðè 𝑘 = 1 ïîëó÷àåì ℎ011 = 𝑝𝑎1ℎ111/(𝑝 + 𝑎1ℎ111) + 𝑝, ℎ012 = 0, ℎ022 = 𝑝, 𝑘11 =
−𝑎1ℎ111/(𝑝+ 𝑎1ℎ111), 𝑘12 = 0. Èç óðàâíåíèÿ (4) èìååì 𝑥111 = 𝑎1(1 + 𝑘11)

2𝑥2
01, 𝑥1𝑖2 = 0.

Ïðè 𝑘 = 2 ïîëó÷àåì 𝜉𝑖𝑗 = 𝑎2(1 + 𝑘21)
2𝑥111 äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑗. Äàëåå 𝜉𝑖𝑗 = 𝜉, 𝑘22 = 0. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, 𝑘21 = −𝑎2𝛾/(4+𝑎2𝛾), ãäå 𝛾 = 𝛾11+𝛾22+2𝛾12. Íàêîíåö, èç óðàâíåíèÿ
(7) ïðè 𝑘 = 2 íàõîäèì ℎ111 = 𝑎2𝛾 + 𝑝− 𝑎22𝛾

2/(4 + 𝑎2𝛾), ℎ112 = ℎ122 = 0.
Èç óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ÍÂ 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2) ∈ 𝒳2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

𝐸𝜂21 = 𝐸𝜂22 = 𝐸𝜂1𝜂2. Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò êëàññ ÍÂ âèäà 𝜂1 = 𝜂2 = 𝛼, ãäå 𝛼
� íåêîòîðàÿ ÍÂ.
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Ïðîäîëæèì ðåøåíèå. Âåëè÷èíà 𝜉 = 𝐹𝑥2
01, ãäå 𝐹 = 𝑎1𝑎2(1 + 𝑘11)

2(1 + 𝑘21)
2. Ïóñòü

X0 = {𝑥0 : 𝑥′
0𝑥0 ⩽ 1}. Òîãäà 𝑉2(𝜂) = 𝒱2(Ξ) = 𝜉min{ℎ011/𝐹 − 𝛾 : 𝐿2 ⩾ 0}, åñëè

𝑝 > 0, ïðè÷åì 𝐿2 � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò 𝛾. Ïîëîæèì, íàïðèìåð, 𝑝 = 1. Êîðåíü
óðàâíåíèÿ 𝐿2 = 0 ðàâåí −1.3231 è min{ℎ011/𝐹 − 𝛾 : 𝐿2 ⩾ 0} = 1.0838, ãäå ìèíèìóì
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå 𝛾 = −1.0838. Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ 𝜉 ∈ [0, 0.9227].
Â êà÷åñòâå Γ ìîæíî áðàòü ëþáóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ñ 𝛾 = −1.0838. Ïðè 𝑝 < 0
äëÿ âñÿêîãî 𝜉 ⩾ 0 âåëè÷èíû 𝑉𝑚(𝜂) = 𝒱𝑚(Ξ) ⩽ 0 îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äîïóñòèìûé èíòåðâàë äëÿ 𝜉 ñîâïàäàåò ñ íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñüþ.

5. Заключение

∙ Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îöåíèâàíèÿ îäíîãî êëàññà äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè
íåîïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ Ëèó, â óðàâíåíèÿ êîòîðûõ âõîäÿò íåèçâåñòíûå
äåòåðìèíèðîâàííûå ïàðàìåòðû, ïîä÷èíåííûå àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèÿì.

∙ Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê äåòåðìèíèðîâàííîé ìíîãîøàãîâîé çàäà÷å äëÿ
ìàòðèö è ñ ôèêñèðîâàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè.

∙ Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà â äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷å.

∙ Ðàññìîòðåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è íà ïðèìåðå.
∙ Â îáùåì ñëó÷àå ñâåäåíèå çàäà÷ ñ íåîïðåäåëåííûìè ïîìåõàìè Ëèó ê

äåòåðìèíèðîâàííûì ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì äåëîì, ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ íå îáëàäàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè. Ïîëó÷åííàÿ
äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à òàêæå íåòðèâèàëüíà ââèäó íåîáõîäèìîñòè ðàçðåøåíèÿ
íåÿâíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â Óðàëüñêîì
ìàòåìàòè÷åñêîì öåíòðå ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (íîìåð ñîãëàøåíèÿ 075-02-2023-913).
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