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Аннотация: Работа посвящена развитию методов распознавания сигналов на
основе спектральных информационных характеристик сигнала. Установлена
дискретная функция нормированного упорядоченного спектра для единичной
оконной функции, входящей в ДПФ. Доказаны леммы об оценках энтропии,
дисбаланса и статистической сложности при обработке временного ряда
независимых гауссовских величин. Полученные теоретические результаты
верифицированы численными экспериментами, которые подтвердили
эффективность новой информационной характеристики при детектировании
сигнала в смеси с белым шумом при малых отношениях сигнал/помеха.

1. Введение

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ôèçèêè è òåõíèêè îò êâàíòîâîé
ìåõàíèêè äî àñòðîíîìèè ñâÿçàíî ñ îáíàðóæåíèåì ñëàáûõ ñèãíàëîâ, äåòåêòèðóåìûõ
íà ôîíå åñòåñòâåííîãî øóìà. Ïðè÷åì òðåáóåòñÿ èìåòü âîçìîæíîñòü âûäåëÿòü
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äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû êàê õàîòè÷åñêîãî, òàê è ðåãóëÿðíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ
[1, 2]. Â îñíîâå ìåòîäîâ èíäèêàöèè è äåòåêòèðîâàíèÿ ñëàáûõ ñèãíàëîâ ëåæàò
âûáîðî÷íûå è òåñòîâûå ñòàòèñòèêè [3, 4]. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ îöåíêè îäíîãî
íàáëþäåíèÿ èëè ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê
èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ, ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, äèâåðãåíöèÿ Éåíñåíà-
Øåííîíà è íåêîòîðûå äðóãèå, êîòîðûå çàòåì ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ
ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, êëàññèôèêàöèè, ôèëüòðàöèè
è îòâå÷àþò çà êà÷åñòâî ïðèíèìàåìûõ íà èõ îñíîâå ðåøåíèé [5, 6]. Â äîêëàäå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèñêðåòíûõ ñïåêòðîâ ñèãíàëîâ îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì
èñïîëüçîâàòü ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè [7], è áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé
ñëîæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ãàóññîâñêîìó áåëîìó øóìó.

2. Постановка и решение задачи

Â ðàáîòàõ [5, 8] áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî îäíèì èç ëó÷øèõ êðèòåðèåâ äëÿ çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ ñëàáîãî ñèãíàëà â áåëîì øóìå ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü
íà îñíîâå ïîëíîé âàðèàöèè ìåðû ñî çíàêîì:

(1) 𝐶𝑇𝑉 (𝑝) = − 1

4 log2𝑁

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖

)︃(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

1

𝑁

⃒⃒⃒⃒)︃2

,

êîòîðûé ñâÿçàí ñ çàäà÷åé ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ãèïîòåç è îñíîâàí íà îäíîé èç
ðàçíîâèäíîñòåé ëåììû Íåéìàíà�Ïèðñîíà. Çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ
äèñêðåòíûå íàáîðû âåëè÷èí 𝑝 = (𝑝1, ..., 𝑝𝑖, ..., 𝑝𝑁) ∈ R𝑁 , êîòîðûå ïî
îïðåäåëåíèþ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

∀𝑝𝑖 ∈ [0, 1],
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1, ãäå 𝑁 � ðàçìåð ðÿäà äèñêðåòíûõ íàáîðîâ äàííûõ.

Âûðàæåíèå (1) áûëî ïîëó÷åíî ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî
ñïåêòðà áåëîãî øóìà. Â ðåàëüíîñòè ïðè ïðèìåíåíèè ÄÏÔ (äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) ê íåêîòîðîìó âðåìåííîìó èíòåðâàëó áåëîãî øóìà
âû÷èñëåííûé ñïåêòð íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñëîæíîñòè è ðåøèòü
çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñïåêòðàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Задача 1. Пусть имеется реализация {𝑥1, . . . , 𝑥2𝑁} последовательности
независимых случайных гауссовских величин {𝜉1, . . . , 𝜉2𝑁}, обладающих нулевым
математическим ожиданием, к которой применено дискретное преобразование
Фурье (ДПФ)

(2) 𝑋𝑘 =
2𝑁∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒
−2i𝜋(𝑘−1)(𝑛−1)/(2𝑁),

определяющее случайную величину

(3) Ξ𝑘 =
2𝑁∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛𝑒
−2i𝜋(𝑘−1)(𝑛−1)/(2𝑁),

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ
ВСПУ-2024

Москва 17-20 июня 2024 г.

620



где 𝑘 = 1, .., 𝑁 , поскольку в силу свойства симметрии ДПФ вещественного сигнала
вторая половина из 𝑁 + 1, ..., 2𝑁 комплексных амплитуд спектральных отсчетов
комплексно сопряжена с первой.

Требуется найти дискретную функцию нормированного упорядоченного
спектрального распределения 𝑛𝑘(𝑁) как нормированное среднее для каждого 𝑘-го
значения случайной величины

(4) 𝜂𝑘(𝑁) =
(T𝐼)𝑘
𝐸𝑋

,

где 𝐼𝑘 = Ξ𝑘Ξ
*
𝑘 (квадрат модуля амплитуды или энергия спектрального отсчета),

𝐸𝑋 – половина энергии сигнала, а T – оператор упорядочивания ряда в порядке
невозрастания, и исследовать свойства полученного распределения на различных
информационных мерах.

Äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è 1 íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé,
ñôîðìóëèðîâàííûõ è äîêàçàííûõ äàëåå.

Лемма 1. [9] В Задаче 1 распределения случайных величин 𝐼𝑘 𝑘 = 1, ..., 𝑁
являются экспоненциальными, если случайные величины 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, ..., 2𝑁 –
одинаково распределенные гауссовские с нулевым средним и дисперсией 𝜎2

0.

Èç Ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòîâ àìïëèòóä èìååò
âèä

(5) 𝜌𝐼𝑘(𝑦) =
1

𝑁𝜎2
0

exp

(︂
− 𝑦

𝑁𝜎2
0

)︂
, 𝑦 ⩾ 0.

Лемма 2. Пусть справедлива Лемма 1. Тогда нормированное упорядоченное
распределение спектра имеет вид

(6) 𝑛𝑘(𝑁) = − 1

𝑁 ·𝐾𝑁

ln
𝑘

𝑁 + 1
, где 𝐾𝑁 = − 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

ln
𝑘

𝑁 + 1
.

Ëåììà 2 îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî óïîðÿäî÷åííîãî ñïåêòðà
𝑛𝑘(𝑁) è îòêëîíåíèÿ àìïëèòóä îò íåå, êîòîðûå áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì 𝑁 .
Ïîýòîìó â ìîäåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ýíòðîïèþ áåëîãî øóìà ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèâàòü
ïî ýíåðãåòè÷åñêîìó ñïåêòðó 𝑒𝑘(𝑁) (𝑘 ∈ 1, ..., 𝑁), êîòîðûé ïðåäâàðèòåëüíî
íîðìèðóåòñÿ, òàê ÷òîáû ñóììà àìïëèòóä ñïåêòðà ïî âñåì ÷àñòîòàì ðàâíÿëàñü

åäèíèöå
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘(𝑁) = 1. Óïîðÿäî÷èâ ïîëó÷èâøèéñÿ ñïåêòð ïî àìïëèòóäàì, ïîëó÷àåì

íåêîòîðóþ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè 𝑒𝑘(𝑁) ÷àñòè ñïåêòðà îò íîìåðà 𝑘 â óïîðÿäî÷åííîì
ìàññèâå (𝑘 = 1, ..., 𝑁), à èìåííî

(7) 𝑒𝑘(𝑁) =
(T𝐼)𝑘
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐼𝑛

=
𝜂𝑘(𝑁)𝐸𝑋

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖(𝑁)𝐸𝑋

= 𝜂𝑘(𝑁).

Îïèðàÿñü íà ðàñïðåäåëåíèå (6) ââåäåì íîâûå ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîãî äèñáàëàíñà
è ñïåêòðàëüíîé ñëîæíîñòè.
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Определение 1. Спектральным дисбалансом и спектральной сложностью
относительно спектрального распределения (6) назовем величины

(8)

𝐷𝑆(𝑝) =
1

4

(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑘 +

1

𝑁 ·𝐾𝑁

ln
𝑘

𝑁 + 1

⃒⃒⃒⃒)︃2

,

𝐶𝑆(𝑝) = − 1

4 log2𝑁

(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘 log2 𝑝𝑘

)︃(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑘 +

1

𝑁 ·𝐾𝑁

ln
𝑘

𝑁 + 1

⃒⃒⃒⃒)︃2

.

Сравнение информационных мер 𝐶𝑇𝑉 и 𝐶𝑆

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè
èíôîðìàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè 𝐶𝑆 (8) ñî ñòàíäàðòíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ
𝐶𝑇𝑉 (1) êàê êðèòåðèåâ â çàäà÷å îáíàðóæåíèÿ ïîëåçíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà
𝑠𝑛, êîòîðàÿ òðàäèöèîííî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ãèïîòåç î ïðèíÿòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ. Ãèïîòåçà Γ0 ñâÿçàíà ñ ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ î ïðèåìå
òîëüêî øóìà, à ãèïîòåçà Γ1 � î ïðèåìå ñìåñè ïîëåçíîãî ñèãíàëà è øóìà. Íà Ðèñ. 1
ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû íàáðàííîé ñòàòèñòèêè äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ
ñèãíàëà ê øóìó 𝑆𝑁𝑅 = −15 dB. Êàê âèäíî, êà÷åñòâî ðàçäåëåíèÿ øóìà è ñìåñè
ñèãíàëà ñ øóìîì âîçðàñòàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè íîâîé ôóíêöèè, òàê êàê íîñèòåëè
ðàñïðåäåëåíèé 𝐶𝑆 â ýòîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, â îòëè÷èå îò
ðàñïðåäåëåíèé 𝐶𝑇𝑉 . Íà Ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè 𝐴𝑈𝐶 𝑅𝑂𝐶 äëÿ äâóõ
ðàññìàòðèâàåìûõ èíôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû 𝑆𝑁𝑅.
Âèäíî, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé 𝑆𝑁𝑅 îò -15 dB äî -20 dB 𝐶𝑆 äåìîíñòðèðóåò óñòîé÷èâîå
ïðåèìóùåñòâî íàä 𝐶𝑇𝑉 , ÷òî ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü è îáîñíîâàííîñòü
ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ñëîæíîñòè 𝐶𝑆 äëÿ èíäèêàöèè ïîÿâëåíèÿ ñèãíàëà â
øóìîâîé ñìåñè.
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(б ) Гистограмма распределения

значений 𝐶𝑆

Ðèñ. 1. Ãèñòîãðàììû èíôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 𝑆𝑁𝑅 =
−15 dB, ïîëó÷åííûå äëÿ 𝑄 = 10000 ðåàëèçàöèé ñèãíàëüíî-øóìîâîé ñìåñè äëèíû
𝑁 = 16384.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü 𝐴𝑈𝐶 𝑅𝑂𝐶 îò 𝑆𝑁𝑅

Заключение

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü è ñïåêòðàëüíàÿ ñëîæíîñòü (8), ââåäåííàÿ àâòîðàìè,
ïîêàçûâàþò ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â çàäà÷àõ ïðåäîáíàðóæåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñèãíàëîâ â ãàóññîâîì øóìå â îäíîì ôðåéìå. Áîëåå òîãî, âðåìåííûå ðÿäû
âû÷èñëåííûõ èíôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôðåéìîâ
ìîãóò ÿâëÿòüñÿ áàçèñîì äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäóþùèõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è
ðàñïîçíàâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ïðåäîáíàðóæåíèÿ ñîâìåñòíî ñ
êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè îáíàðóæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ äåòåêòèðîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò
� 23-19-00134) â ÈÏÓ ÐÀÍ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà.
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