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Аннотация: В докладе рассматривается задача построения функциональных
фильтров, формирующих несмещенную оценку линейного функционала от
неизвестного фазового вектора непрерывно-дискретной динамической системы при
аддитивных белых шумах. В качестве критерия оптимальности используется
установившаяся среднеквадратичная ошибка фильтрации, для вычисления которой
используется метод интегральных квадратичных оценок качества. Предложены
необходимые и достаточные условия несмещенности оценки, формируемой искомым
функциональным фильтром.

1. Введение

Доклад посвящен развитию методов построения функциональных фильтров для
непрерывно-дискретных динамических систем при аддитивных белых шумах.

Для дискретных и непрерывных стохастических систем хорошо известны
классические фильтры Калмана [1] и Калмана-Бьюси [2], Колмогорова [3] и
Винера [4], которые обеспечивают минимум среднеквадратичной ошибки и ее
установившегося значения соответственно. Кроме того, существуют полноразмерные
фильтры Калмана для непрерывно-дискретных систем [5].

Вместо фильтров полной размерности для непрерывных и дискретных систем
ранее [6–10] предлагались функциональные фильтры или фильтры пониженной
размерности, которые позволяют снизить время вычисления искомой оценки.

В докладе предлагается развитие предыдущих результатов [6–10] применительно
к классу непрерывно-дискретных систем, то есть стохастических систем с
непрерывным законом динамики и дискретным законом измерений.

Для построения непрерывно-дискретных функциональных фильтров
применяется метод интегральных квадратичных оценок качества, позволяющий
установить явную зависимость критерия оптимальности от неизвестных параметров.
В докладе предлагаются необходимые и достаточные условия несмещенности оценок,
формируемых функциональными фильтрами. Результаты доклада иллюстрируются
на вычислительных примерах.
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2. Постановка задачи

Для 𝑛-мерной непрерывно-дискретной стохастической системы вида

(1)

{︂
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡),
𝑦(𝑡𝑖) = 𝐶𝑥(𝑡𝑖) + 𝑣(𝑡𝑖);

где 𝑥(·) ∈ R𝑛 – фазовый вектор; 𝑦(𝑡𝑖) ∈ R𝑙 – измеряемый выход, доступный только
в дискретные моменты времени 𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 + ℎ, ℎ > 0, 𝑖 ∈ Z+, 𝑡0 = 0; 𝐴 и 𝐶 –
постоянные матрицы соответствующих размеров; 𝑤(𝑡) и 𝑣(𝑡𝑖) – белые случайные
процессы размерности 𝑛 и 𝑙 соответственно, некоррелированные друг с другом и
с начальным состоянием 𝑥(0) – случайным вектором с известными вероятностными
характеристиками:

(2) E

⎡⎣⎛⎝𝑤(𝑡)
𝑣(𝑡𝑖)
𝑥(0)

⎞⎠(︀
𝑤T(𝜏) 𝑣T(𝑡𝑗) 𝑥T(0) 1

)︀⎤⎦ =

⎡⎣𝑄𝛿(𝑡− 𝜏) 0 0 0
0 𝑅𝛿𝑖𝑗 0 0
0 0 𝑃0 + 𝑥̄0𝑥̄

T
0 𝑥̄0

⎤⎦ ,

где 𝑖, 𝑗 ∈ Z+, 𝑡, 𝜏 ∈ R+; 𝑄, 𝑃0 – известные постоянные положительно
полуопределенные матрицы; 𝑅 – известная постоянная положительно определенная
матрица; 𝛿(𝑡− 𝜏) – дельта-функция Дирака; 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера
требуется построить функциональный фильтр вида

(3)

⎧⎨⎩ ̃̇︀𝑞(𝑡) = 𝑁𝑐̃︀𝑞(𝑡), ̃︀𝑞(0) = 𝑇 𝑥̄0,̃︀𝑞(𝑡𝑖) = 𝑁𝑑̃︀𝑞−(𝑡𝑖) +𝑀𝑦(𝑡𝑖), 𝑖 ∈ N,̃︀𝜎(𝑡) = 𝑃 ̃︀𝑞(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1), 𝑗 ∈ Z+;

где ̃︀𝑞(·) ∈ R𝑘 – вектор состояния фильтра после измерения выхода 𝑦(𝑡𝑖) и
несмещенная оценка вектора 𝑞(·) = 𝑇𝑥(·), 𝑘 < 𝑛; ̃︀𝑞−(𝑡𝑖) – вектор состояния
фильтра до измерения выхода 𝑦(𝑡𝑖); 𝑁𝑐 ∈ R𝑘×𝑘, 𝑇 ∈ R𝑘×𝑛, 𝑁𝑑 ∈ R𝑘×𝑘, 𝑀 ∈ R𝑘×𝑙

и 𝑃 ∈ R𝑝×𝑘 – постоянные матрицы, подлежащие определению; ̃︀𝜎(𝑡) ∈ R𝑝 –
оптимальная несмещенная линейная оценка линейного функционала от фазового
вектора исходной системы

(4) 𝜎(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R+, 𝐹 ∈ R𝑝×𝑛 – известная матрица;

в смысле установившейся среднеквадратичной ошибки фильтрации 𝑒(·) = 𝜎(·)− ̃︀𝜎(·)
(5) 𝐽∞ = lim

𝑡→∞
E[𝑒T(𝑡)𝑒(𝑡)] + lim

𝑖→∞
E[𝑒T(𝑡𝑖)𝑒(𝑡𝑖)] → min .

3. Основной результат

Определяя математическое ожидание для решения первого уравнения
системы (1)

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝑤(𝜏)𝑑𝜏
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с учетом вероятностных характеристик (2) и используя теорему Гамильтона–Кэли,
можно получить, что

(6) E [𝑥(𝑡)] = 𝑒𝐴𝑡𝑥̄0 ∈
⟨︀
𝑥̄0, 𝐴𝑥̄0, . . . , 𝐴

𝑛−1𝑥̄0

⟩︀
,

где ⟨𝑥̄0, 𝐴𝑥̄0, . . . , 𝐴
𝑛−1𝑥̄0⟩ – линейное пространство, порожденное векторами

𝑥̄0, 𝐴𝑥̄0, . . . , 𝐴
𝑛−1𝑥̄0.

Используя формулу (6) и выражения для невязок 𝜀(·) = 𝑞(·) − ̃︀𝑞(·) и
𝑒(·) = 𝜎(·)− ̃︀𝜎(·), можно доказать следующую теорему.

Теорема 1. Необходимые и достаточные условия несмещенности оценки

линейного функционала (4), формируемой функциональным фильтром (3) для

системы (1) с вероятностными характеристиками (2), имеют вид

(𝑇𝐴−𝑁𝑐𝑇 )𝑈𝐴,𝑥̄0 = 0,

(𝑇 −𝑀𝐶 −𝑁𝑑𝑇 )𝑈𝐴,𝑥̄0 = 0,

(𝐹 − 𝑃𝑇 )𝑈𝐴,𝑥̄0 = 0;

где 𝑈𝐴,𝑥0 – матрица управляемости для пары {𝐴, 𝑥̄0}, то есть

𝑈𝐴,𝑥0 =
[︀
𝑥̄0 𝐴𝑥̄0 . . . 𝐴𝑛−1𝑥̄0

]︀
.

Для фильтра (3) полной размерности, в котором 𝑘 = 𝑛, 𝑇 = 𝐼𝑛 и
rank𝑈𝐴,𝑥0 = 𝑛, условиям теоремы 1 удовлетворяют матрицы стационарного
непрерывно-дискретного фильтра Калмана

𝑁𝑐 = 𝐴, 𝑁𝑑 = 𝐼𝑛 −𝐾𝐶, 𝑀 = 𝐾, 𝑃 = 𝐹,

где 𝐾 ∈ R𝑛×𝑙 – матрица оптимальных коэффициентов усиления.
Для определения зависимости целевой функции (5) от параметров используется

интерпретация установившегося значения квадрата ошибки фильтрации как ℋ2

нормы от взвешенных передаточных матриц 𝑊𝑒𝑤(𝑠), 𝑊𝑒𝑣(𝑧) от шумов 𝑤(𝑡) и 𝑣(𝑡𝑖)
к невязке 𝑒(·)

𝐽𝑐,∞ = lim
𝑡→∞

E[𝑒T(𝑡)𝑒(𝑡)] =
1

2𝜋
tr

⎡⎣ ∞∫︁
−∞

𝑊𝑒𝑤(𝑗𝜔)𝑄𝑊 T

𝑒𝑤(−𝑗𝜔)𝑑𝜔

⎤⎦ ,

𝐽𝑑,∞ = lim
𝑖→∞

E[𝑒T(𝑡𝑖)𝑒(𝑡𝑖)] =
1

2𝜋
tr

⎡⎣ 𝜋∫︁
−𝜋

𝑊𝑒𝑣(𝑒
𝑗𝜃)𝑅𝑊 T

𝑒𝑣(𝑒
−𝑗𝜃)𝑑𝜃

⎤⎦ .

4. Заключение

В работе рассматривается метод построения функциональных фильтров,
формирующих несмещенную линейную оптимальную оценку линейного
функционала от неизвестного фазового вектора непрерывно-дискретной
динамической системы. При этом оптимальность оценки понимается в смысле
минимума установившейся среднеквадратичной ошибки фильтрации. Для
синтезируемого функционального фильтра предложены необходимые и достаточные
условия несмещенности оценки. Работоспособность предложенного метода
подтверждается на вычислительных примерах.
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