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Аннотация: Изучается задача о движении тяжелого маятник переменной длины
с подвижной точкой подвеса, совершающей наперед заданное движение по
вертикали. Указаны законы изменения длины маятника и движения точки
подвеса, при которых уравнение движения может быть сведено к уравнению
движения математического маятника постоянной длины. Определены управляющие
воздействия, обеспечивающие требуемое движение.

1. Постановка задачи и основное утверждение

Рассмотрим тяжелый математический маятник, совершающий движение в
неизменной вертикальной плоскости. Пусть 𝑂𝑥𝑧 – система отсчета, ось 𝑂𝑥 которой
горизонтальна, а ось 𝑂𝑧 направлена вертикально вверх. Предположим, что 𝐶 –
точка подвеса маятника – движется вдоль вертикальной оси, и ее координаты
записываются как (0, 𝑧). Пусть ℓ = ℓ(𝑡) – длина маятника, вообще говоря,
зависящая от времени. Будем считать, что движение точки подвеса задано как
функция времени: 𝑧 = 𝑧(𝑡). Решается задача определения закона изменения
длины маятника, а также замены независимой переменной, приводящие уравнения
движения маятника к уравнениям движения тяжелого маятника в однородном
поле силы тяжести. Кроме того, определяется управляющее воздействие – сила 𝐹ℓ,
обеспечивающая требуемое изменение длины маятника.

Предположим, что в выбранных единицах размерности масса маятника 𝑚,
сосредоточенная в его конечной точке, равна единице. Положение маятника будем
определять с помощью угла 𝜙, отсчитываемого от нисходящей вертикали. Ускорение
силы тяжести положим равным 𝑔0.
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Уравнения движения могут быть записаны в виде

(1)
𝑑

𝑑𝑡

(︀
ℓ2𝜙̇
)︀
+ 𝑔(𝑡)ℓ sin𝜙 = 0, 𝑔(𝑡) = 𝑔0 + 𝑧,

(2)
𝑑2ℓ

𝑑𝑡2
= (𝑔 + 𝑧) cos𝜙+ ℓ𝜙̇2 + 𝐹ℓ,

𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑧 − ℓ cos𝜙) = −𝑔0 + 𝐹𝑧.

Уравнение (1) определяет движение маятника. Первое и второе уравнения (2)
предназначены для определения управляющих воздействий – сил 𝐹ℓ и 𝐹𝑧, благодаря
которым осуществляются наперед заданные изменения длины маятника и движение
точки подвеса.

Пусть

(3) ℓ = ℓ0𝑓(𝑡); 𝑔(𝑡) = 𝑔0𝑎(𝑡).

Подставим эти выражения в уравнение (1) и умножим левую и правую части
получившегося уравнения на 𝑓 2(𝑡) > 0. После преобразований имеем

(4) 𝑓 2(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑓 2(𝑡)𝜙̇

)︀
+ 𝜔2

0𝑎(𝑡)𝑓
3(𝑡) sin𝜙 = 0, 𝜔0 > 0 : 𝜔2

0 =
𝑔0
ℓ0
.

Принимая во внимание естественное неравенство ℓ > 0, введем новое время 𝑡′ :

𝑑

𝑑𝑡′
= 𝑓 2(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
.

Имеет место следующее

Утверждение 1. Если закон изменения длины маятника подобран таким образом,
что

(5) 𝑎(𝑡)𝑓 3(𝑡) = 𝜔2 > 0,

где 𝜔 > 0 – постоянная, то уравнение (4) принимает вид

𝑑2𝜙

𝑑𝑡′2
+ 𝜔2 sin𝜙 = 0.

Это уравнение описывает движение математического маятника.

Замечание 1. Если условие (5) выполнено, то динамика системы описывается
как функция времени 𝑡′. Чтобы представить решение как функцию исходного
времени 𝑡, надо проинтегрировать дифференциальное уравнение

(6)
𝑑𝑡′

𝑑𝑡
= 𝑓−2(𝑡).

Результирующая зависимость 𝑡′ = 𝑡′(𝑡) в общем случае не может быть
выражена в элементарных функциях. Кроме того, должно быть выполнено
условие продолжимости решения на весь промежуток времени 𝑡 ∈ (−∞,∞.)

Замечание 2. Если 0 < 𝑐⋆ <
𝑑𝑡′

𝑑𝑡
< 𝑐⋆, то нижнее положение равновесия

маятника 𝜙 = 0 устойчиво по Ляпунову, а верхнее положение 𝜙 = 𝜋 – неустойчиво
вне зависимости от того, являются ли зависимости 𝑎(𝑡) и 𝑓(𝑡) периодическими
или нет.
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Замечание 3. Если выполнено условие (5), то сепаратрисы

𝑑𝜙

𝑑𝑡′
± 𝜔 sin

(︁𝜙
2

)︁
= 0

не расщеплены. Те же сепаратрисы в исходном времени имеют вид

𝑓 2(𝑡)
𝑑𝜙

𝑑𝑡
± 𝜔 sin

(︁𝜙
2

)︁
= 0.

Они также остаются нерасщепленными. (ср. [1]).

Замечание 4. После того, как с помощью зависимости 𝑡′(𝑡) решения уравнения
движения выписаны явно в исходном времени, управляющие воздействия –
обобщенные силы 𝐹ℓ и 𝐹𝑧, обеспечивающая такое движение, находятся из
уравнений (2).

2. Примеры

Пример 1. Пусть длина маятника меняется так, что

𝑓(𝑡) =
√
1 + 𝜀 cos 𝑡 𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 : 0 ⩽ 𝜀 < 1.

Тогда (см., например, [2], задача 2028):

𝑡′(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑑𝑥

1 + 𝜀 cos𝑥
=

2√
1− 𝜀2

arctg

(︃√︂
1− 𝜀

1 + 𝜀
tg

(︂
𝑡

2

)︂)︃
.

В этом выражении функцию arctg(·) надо воспринимать не в смысле главного
значения, а как многозначную функцию. Из условия (5)

𝑧 = 𝑧(𝑡) : 𝑎(𝑡) =
𝜔2

𝜔2
0

𝑓−3(𝑡) =
ℓ0
𝑔

𝜔2
0

(1 + 𝜀 cos 𝑡)3/2

Пример 2. Пусть теперь длина маятника меняется так, что

𝑓(𝑡) =
1

1 + 𝜀 cos 𝑡
𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 : 0 ⩽ 𝜀 < 1.

Тогда

𝑡′(𝑡) =

𝑡∫︁
0

(1 + 𝜀 cos𝑥)2𝑑𝑥 = (1 +
1

2
𝜀2)𝑡+ 2𝜀 sin 𝑡+

1

4
𝜀2 sin 2𝑡,

𝑧 = 𝑧(𝑡) : 𝑎(𝑡) =
ℓ0
𝑔
𝜔2(1 + 𝜀 cos 𝑡)3.

Замечание 5. Рассматриваемые уравнения (1) при выполнении условия (5)
сводятся к каноническим уравнениям Гамильтона с одной степенью свободы, для
которых функция Гамильтона записывается как

𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡) = 𝑓(𝑡) ·𝐻⋆(𝑝, 𝑞), 𝑓(𝑡) > 0.

Происхождение замены времени в отвечающей такой функции Гамильтона
системе уравнений Гамильтона

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡)

𝜕𝐻⋆

𝜕𝑝
,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= −𝑓(𝑡)

𝜕𝐻⋆

𝜕𝑞

почти очевидно.
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3. Исторические замечания

Существует множество публикаций, посвященных как движению маятника
переменной длины, так и движению маятника с периодически колеблющейся точкой
подвеса. Многие из этих публикаций вдохновлены феноменом стабилизации верхнего
положения равновесия за счет высокочастотных колебаний точки подвеса.

Относительно краткий обзор [3], касающийся истории вопроса, очень
удачно дополнен обзором [4]. В идейном плане к обсуждаемой тематике близки
публикации [5–8], посвященные орбитальному движению гантелеобразных систем.
Касаемо замен времени, то невозможно не упомянуть работы Бине, Леви-Чивита
и Нехвилля [9–11], в которых было положено начало систематическому изучению
введения нового времени в уравнения механики. Замена времени эффективно
применяется при исследовании относительных движений небесных тел [12].
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