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Аннотация: Представлен метод построения областей притяжения в виде выпуклых
оболочек асимптотически устойчивых положений равновесия динамических систем.
Основой предлагаемого подхода является использование интегрирования в обратном
времени траекторий системы с последующей процедурой овыпукления полученных
множеств. Предлагаемый метод гарантирует максимально возможную выпуклую
аппроксимацию области притяжения для заданной погрешность. Метод применим
к многомерным системам как с непрерывным временем, так и с дискретным
временем. Предложенный метод может быть использован как для автономных
систем, так и для систем с периодическими малыми коэффициентами. Для
демонстрации его эффективности рассматривается построение области притяжения
нулевого решения уравнения, описывающего движение маятника Капицы под
воздействием вертикальной вибрации с малой амплитудой. Результаты работы
алгоритма для разных значений погрешности приведены в сравнении с “точной”
областью притяжения для данного примера.

1. Постановка задачи

В задачах стабилизации нелинейных систем важной характеристикой
построенного закона управления является величина области притяжения
состояния равновесия. Поэтому, разработка любого закона управления должна
сопровождаться как можно более точной оценкой области притяжения. Очень
часто, синтезировав стабилизирующую обратную связь, авторы ограничиваются
построением эллипсоидальной оценки области притяжения линеаризованной в
окрестности равновесия системы. Такая оценка, как правило, весьма консервативна
и плохо аппроксимирует действительную область притяжения. Для построения
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более точной аппроксимации области притяжения в большинстве случаев
использовались два различных подхода: в одном оценка области притяжения
строится с помощью полиномиальных функций Ляпунова [1–3], другой основан
на интегрировании системы в обратном времени [4–6]. Предлагаемый в настоящей
статье метод относится ко второй группе, более точно, это модификация алгоритма,
разработанного в [6] и модифицированного в [4]. В данной работе предлагается,
алгоритм, позволяющий оценивать меру невыпуклости (погрешность овыпукления)
построенной оценки области притяжения и сравнивать ее с заданной. Т.о. в рамках
данного подхода, допускается присуствие ограниченного числа точек, полученных с
помощью метода интегрирования в обратном времени, внутри выпуклой оболочки,
если расстояние до границы множества меньше заданной погрешности.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

(1) 𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑓(0) = 0,

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и 𝑓 : 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 – отображение из 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 в 𝑅𝑛, удовлетворяющее условиям
существования и единственности решения (1) с начальными условиями 𝑥(0) ∈ 𝐷,
и пусть начало координат – изолированное асимптотически устойчивое состояние
равновесия. Обозначим через 𝒜 ⊂ 𝐷 область притяжения точки 𝑥 = 0. Пусть далее
известна некоторая оценка области притяжения 𝑃 0(𝒜) ⊂ 𝒜. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 1. [6] Область притяжения 𝒜 асимптотически устойчивого
положения равновесия системы (1) может быть сколь угодно хорошо
аппроксимирована сходящейся последовательностью односвязных областей
𝑃 𝑖(𝒜) ⊂ 𝑃 𝑖+1(𝒜), 𝑖 = 1, . . . ,∞, полученных из начальной области 𝑃 0(𝒜)
интегрированием системы (1) в обратном времени.

Так как на практике невозможно получить решение для каждой точки
границы, обратное интегрирование выполняется для конечного числа 𝑁 равномерно
распределенных точек границы; т.е. граница области заменяется ее кусочно-линейной
аппроксимацией. Решив 𝑁 задач Коши на заданном интервале времени, получим
новый набор из 𝑁 точек, кусочно-линейная аппроксимация которых служит
границей новой оценки области притяжения. Хотя полученная таким образом
оценка хорошо аппроксимирует границу области притяжения, использование
такого метода на практике весьма затруднительно, так как в настоящее время не
существует эффективных методов, позволяющих проверить принадлежность точки
невыпуклому множеству. Для решения этой проблемы в работе [4] предложено
использовать выпуклые оболочки.

Определение 1. [7] Выпуклая оболочка множества точек 𝑆𝑁 =
{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁} в 𝑅𝑛, обозначаемое 𝒞(𝑆𝑁), является наименьшим выпуклым
множеством, содержащим все точки. Выпуклая оболочка может быть
математически представлена набором линейных уравнений и неравенств.

Идея в том, чтобы на каждом шаге аппроксимировать текущую оценку области
притяжения выпуклым множеством, что позволяет легко проверять принадлежность
любой точки построенному множеству. Таким образом, вместо последовательности
𝑃 𝑖(𝒜) ⊂ 𝑃 𝑖+1(𝒜), 𝑖 = 1, . . . ,∞, в работе [4] используется последовательность
выпуклых оболочек 𝑃 𝑖(𝒜) 𝒞(𝑃 𝑖(𝒜)) ⊂ 𝒞(𝑃 𝑖+1(𝒜)), натянутых на дискретное
множество точек, полученных из точек лежащих на границе предыдущей оценки
обратным интегрированием системы. Причем, алгоритм останавливается, если хотя
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бы одна новая точка, полученная интегрированием в обратном времени, лежит
внутри выпуклой оболочки; что приводит к достаточно консервативной оценке
области притяжения, но уже в виде выпуклой оболочки.

2. Алгоритм оценки области притяжения

Основная идея предлагаемого алгоритма заключается в том, что после
построения выпуклой оболочки, по точкам, полученным при обратном
интегрировании системы, внутри нее могут находится точки, но достаточно
близко от границы выпуклой оболочки. Для оценки наихудшего расстояния
для всех внутренних точек используется специальный алгоритм [8]. Решения об
остановки алгоритма или его дальнейшего продолжения принимается из сравнения
этого расстояния с заданным. Фактически, предлагается на каждом шаге алгоритма
иметь оценку насколько выпуклая оболочка 𝒞(𝑃 𝑖(𝒜)) отличается от линейной
аппроксимации области 𝑃 𝑖(𝒜).

Алгоритм 1.

ИНИЦИАЛИЗАЦИЯ: В качестве области 𝑃 0(𝒜) возьмем эллипсоид: 𝑃 0(𝒜) =
{𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑉 (𝑥) = 𝑥𝑇𝑃𝑥 ⩽ 𝑟}, где 𝑉 (𝑥) – функция Ляпунова линеаризованной
системы (1), матрица 𝑃 > 0 – решение задачи: max𝑃 trace(P), 𝑃𝐴+𝐴𝑇𝑃 < 0, 𝐴 =
𝜕𝑓(𝑥)/𝜕𝑥|𝑥=0 – матрица Якоби системы, а 𝑟 выбирается так, чтобы 𝑃 0(𝒜) ⊃ 𝒜.
Дискретизируем границу области 𝑃 0(𝒜) с помощью 𝑁 равномерно распределенных
точек так, чтобы чтобы расстояние между соседними точками удовлетворяло
условию ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1‖ < 𝜀, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1.

Выберем шаг интегрирования ℎ и минимальный интервал интегрирования ∆𝑇 .
Обозначем через 𝑇1 = 0 интервал времени когда, оценка области притяжения
выпуклая и 𝑇2 = 0 когда невыпуклая.

1. Выберем интервал интегрирования 𝑇 и интегрируем систему (1) в обратном
времени до 𝑡 = 𝑇 для всех точек 𝑆0

𝑁 .

2. Строим выпуклую оболочку 𝒞(𝑆𝑇
𝑁) множества точек 𝑆𝑇

𝑁 .

3. Проверяем, есть ли точки внутри оболочки. Пусть внутри 𝑀 , обозначим
их через {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑀}. Для каждой такой точки вычисляем расстояние
𝐷 = max𝑗∈𝑀{𝑑𝑗}, где 𝑑𝑗 – минимальное расстояние от точки 𝑥𝑗 до границы
𝒞(𝑆𝑇

𝑁).

� Если 𝑀 = 0 или 𝐷 < 𝜀 заменяем 𝑃 0(𝒜) = 𝒞(𝑆𝑇1
𝑁 ) и фиксируем интервал

интегрирования 𝑇1 = 𝑇 . Повторяем ШАГИ 1-2 со значением 𝑇 > 𝑇1.

� Если 𝐷 > 𝜀 – область притяжения невыпуклая. Фиксируем интервал
интегрирования 𝑇2 = 𝑇 .

– Если 𝑇2 − 𝑇1 > ∆𝑇 то повторяем шаги ШАГИ 1-2 с значением 𝑇 :
𝑇1 < 𝑇 < 𝑇2.

– В противном случае алгоритм останавливается со значением
интегрирования 𝑇 *

1 .

РЕЗУЛЬТАТОМ работы алгоритма является область 𝒞(𝑆𝑇 *
1

𝑁 ) ⊃ 𝑃 0(𝒜).
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3. Численный пример

Обозначим через 𝜑(𝑡), 𝑥1(𝑡) – углы отклонения маятника Капицы от
вертикального положения. Пусть угол 𝑥1(𝑡) соответствует "медленному" движению,
а угол 𝜑(𝑡) определяет общее движение маятника. Тогда из [9, 10] следует,
что общее решение уравнения движения маятника маятника Капицы под
действием вертикальной вертикальной гармонической силы, приложенной к
основанию маятника, определяется в виде: 𝜑(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑘2 sin(𝑥1(𝑡)) cos𝜔𝑡 =
𝑥1(𝑡) + 𝜀 sin(𝑥1(𝑡)) cos𝜔𝑡, где решение 𝑥1(𝑡) удовлетворяет следующей нелинейной
системе 2-го порядка:

(2) 𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 =

(︂
𝑘1 −

𝑘2
2
cos(𝑥1)

)︂
sin(𝑥1)− 2𝛾𝑥2,

где 𝑘1 = (𝜔0/𝜔)
2, 𝑘2 = (𝑎/𝐿)2. Здесь 𝐿 – длина подвеса, 𝑎-амплитуда силы, 𝜔 – частота

колебаний, 𝛾 это постоянная затухания, с помощью которой учитывается момент
силы трения,𝑔 – ускорение свободного падения, 𝜔0 =

√︀
𝑔/𝐿 – частота собственных

колебаний. Система (2), записанная в виде дифференциального уравнения 2-го
порядка носит название уравнение Матье [10]. Из анализа устойчивости следуют
ограничения на выбор параметров в виде неравенства 𝑘2 > 2𝑘1.

Аналитическая оценка области притяжения нулевого решения системы (2)
получена в [10] в виде: 𝑃 0 = {(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥2 > 0, cos(𝑥1) ⩽ 2𝑘1

𝑘2
}. Кроме того, в обоих

работах [9,10] показано, что для достаточно малого 𝜀 эта же область будет областью
притяжения и для общего решения 𝜑(𝑡).

В численном примере использовались следующие значения параметров:
𝐿 = 1.0, 𝑎 = 0.5, 𝜔 = 1000, 𝛾 = 0.001. Значения параметров подобраны так, чтобы
система была устойчивой при 𝛾 = 0 согласно [10]. Важно отметить, что существенное
увеличение значения этого параметра может привести к отсутствию устойчивости в
системе, что подтверждается на практике.

Рис. 1. 1 – «точная» область притяжения, 2 – 𝒞(𝑆𝑇*
1

𝑁 ), 3 – 𝑃 0(𝒜)

Область 𝒞(𝑆𝑇 *
1

𝑁 ), полученная в результате работы алгоритма, начальный эллипс
𝑃 0(𝒜), а также «точная» область притяжения изображены на рис. 1. Общее число
точек 𝑁 = 1200, полный интервал времени интегрирования 𝑇 *

1 = 1600, число точек
внутри выпуклой оболочки 𝑀 = 199. Оценка погрешности составляет 2.2 · 10−5.
Дальнейшее увеличение интервала времени приводит к росту числа точек внутри
выпуклой оболочки и росту ошибки овыпукления.
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Важно отметить, что построенная точная область притяжения, позволяет
утверждать, что стабилизация маятника Капицы возможна и из отрицательных
положений (ось проходит ниже горизонтальной плоскости) при условии, если мы
сообщаем начальную скорость в правильном направлении.

4. Заключение

В работе предложен алгоритм, позволяющий аппроксимировать область
притяжения устойчивого равновесия динамической системы в виде максимальной
выпуклой оболочки. В основе предложенного алгоритма, лежит метод
интегрирования траекторий в обратном времени. Для старта алгоритма необходима
оценка области притяжения в виде выпуклого множества, обычно достаточно
эллипсоида. Особенность предложенного алгоритма заключается в том, что
на каждом шаге его работы и имеется оценка области притяжения в виде
выпуклой оболочки, граница которой строится с заданной погрешностью. Алгоритм
является довольно общим и применим к системам с более высокой размерностью.
Для демонстрации его эффективность была построена выпуклая оценка не
выпуклой области притяжения в задаче управления маятником Капицы с помощь
вертикальных вибраций высокой частоты, но малой амплитуды.
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