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Аннотация: В данной работе вводятся определения полной и частичной
десинхронизации для сети из нелинейных систем. Рассматривается определение
колебательной системы и устанавливается связь между этим определением
и определением десинхронизации. Десинхронизацию можно понимать как
колебательность системы из ошибок синхронизации при достаточно большой
амплитуде колебаний ее решения. Приводится теорема, позволяющая
установить колебательность нелинейной системы, а также получить оценку
на амплитуду колебаний ее решения. На основе этой теоремы выводится теорема,
устанавливающая наличие десинхронизации в сети из нелинейных систем, а также
дающая оценку на амплитуду колебаний ошибок синхронизации.

1. Введение

В последнее время большое внимание специалистов в различных областях
науки и техники привлекают задачи о исследовании динамики сложных сетевых
систем [1]. С помощью динамических сетей описываются многие природные явления
и технические решения, в частности, движение роя насекомых, стаи птиц [2, 3],
динамика нейронов в головном мозге [4], ансамбли связанных осцилляторов [5] и
группы мобильных роботов [6]. Центральным понятием в теории динамических сетей
является синхронизация – совпадение или сближение переменных состояния двух
или нескольких систем, или согласованное изменение некоторых их количественных
характеристик [7]. Задачу синхронизацию удобно свести к задаче стабилизируемости
системы из ошибок синхронизации [8], для решения которой используется
широкий круг методов в теории управления и динамических систем. Помимо
синхронизации сети из динамических систем могут пребывать в состояниях
кластерной синхронизации [1], Химеры [9], десинхронизации [10] и др.

В этой работе исследуется явление десинхронизации в сложных динамических
сетях. Задачу десинхронизации, как и задачу синхронизации, удобно свести к
исследованию динамики системы из ошибок синхронизации. Для этого нужно
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ввести подходящее определение. Определение частотной десинхронизации было
дано в работе [10], тогда как определение координатной десинхронизации – в
работах [11, 12]. Под десинхронизацией можно понимать колебательность решения
системы из ошибок синхронизации. Причем амплитуда этих колебаний должна
быть достаточно велика, иначе это явление будет называться 𝜀-синхронизацией.
В данной работе предлагается подход, позволяющий установить, находится ли
рассматриваемая сеть в состоянии десинхронизации, а так же найти оценку на
амплитуду колебаний решения системы из ошибок синхронизации.

2. Предварительные сведения

Напомним определения колебательных функций и систем, введенные
В.А. Якубовичем [13].

Определение 1. Для 𝛼, 𝛽 ∈ R, 𝛼 < 𝛽 скалярная функция 𝜓(𝑡) называется

(𝛼, 𝛽)-колебательной при 𝑡 → ∞, если она ограничена, и выполнены следующие

неравенства:

lim
𝑡→+∞

𝜓(𝑡) = 𝛼; lim
𝑡→+∞

𝜓(𝑡) = 𝛽.

Рассмотрим нелинейную систему

(1) ẋ = f(x),

где x ∈ R𝑛 – вектор состояния; f – непрерывная, локально липшицева вектор-
функция.

Определение 2. Решение x(𝑡,x0) для x0 ∈ R𝑛 системы (1) называется

колебательным, если для него существует выход 𝜓 = 𝜂(x), где 𝜂 : R𝑛 → R –

непрерывная функция, такой, что он является (𝛼, 𝛽)-колебательным для

некоторых −∞ < 𝛼 < 𝛽 < +∞.

Система (1) называется колебательной, если для почти всех x0 ∈ R𝑛 решения

системы x(𝑡,x0) колебательные.

Условия существования колебаний в системе (1) сформулированы в следующей
теореме [14].

Теорема 1. Пусть существуют две непрерывные и локально липшецевы

функции Ляпунова 𝑉1 : R𝑛 → R+, 𝑉2 : R𝑛 → R+, удовлетворяющие неравенствам

𝑣1(|x|) ⩽ 𝑉1(x) ⩽ 𝑣2(|x|), 𝑣3(|x|) ⩽ 𝑉2(x) ⩽ 𝑣4(|x|),

для всех x ∈ R𝑛, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 ∈ 𝐾∞, а их производные в силу системы (1)
удовлетворяют следующим неравенствам

𝑉̇1(x) =
𝜕𝑉1
𝜕x

f(x) > 0, для 0 < |x| < 𝑋1, x /∈ Ξ,

𝑉̇2(x) =
𝜕𝑉2
𝜕x

f(x) < 0, для |x| > 𝑋2, x /∈ Ξ,

где 0 < 𝑋1 < 𝑣−1
1 ∘ 𝑣2 ∘ 𝑣−1

3 ∘ 𝑣4(𝑋2) < +∞ и Ξ ⊂ R𝑛 – некоторое множество нулевой

меры, не содержащее целых траекторий системы. Если, к тому же, пересечение

двух следующих множество пусто

{x : 𝑣−1
2 ∘ 𝑣1(𝑋1) < |x| < 𝑣−1

3 ∘ 𝑣4(𝑋2)} ∩ Ξ = ∅,
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то система (1) является колебательной, при этом для ее решения x(𝑡) верны

следующие оценки

|x(𝑡)| > 𝑣−1
2 ∘ 𝑣1(𝑋1), |x(𝑡)| < 𝑣−1

3 ∘ 𝑣4(𝑋2).

Напомним, что непрерывная функция 𝜎 : R+ → R+ принадлежит классу 𝐾,
если она строго возрастающая и 𝜎(0) = 0; она принадлежит классу 𝐾∞, если она
принадлежит классу 𝐾 и радиально неограничена.

3. Основной результат

Рассмотрим сеть из 𝑁 связанных систем

(2) ẋ𝑖 = f𝑖(x𝑖) + g𝑖(x𝑖,u𝑖),

где x𝑖 ∈ R𝑛 – векторы состояния каждой системы, которые образуют вектор
состояния всей сети x = (x1, . . . ,x𝑁)

T ∈ R𝑁𝑛, а u𝑖 ∈ R𝑚 – векторы входа каждой
системы, используемые для описания связей между системами с помощью вектор-
функций h𝑖: u𝑖 = h𝑖(x). Предположим, что граф рассматриваемой сети является
ориентированным и связным. Введем взвешенное среднее состояний систем:

(3) x̄ =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜈𝑖x𝑖,
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜈𝑖 = 1,

тогда с его помощью можно ввести векторы ошибок синхронизации:

(4) e𝑖 = x𝑖 − x̄, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

образующие вектор ошибок синхронизации всей сети e = (e1, . . . , e𝑁)
T ∈ R𝑁𝑛. Теперь

можно выписать уравнение системы из ошибок синхронизации, используя исходную
сеть (2) и выражения (3), (4):

(5) ė = f𝑒(x).

Здесь f𝑒 – вектор-функция, описывающая динамику системы из ошибок
синхронизации. Полученная система может быть и не замкнута относительно
e из-за наличия нелинейностей.

Теперь введем определение десинхронизации.

Определение 3. Сеть из 𝑁 объектов будем называть частично

десинхронизированной, если существуют достаточно большие ∆𝑖 > 0 для

некоторых 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 такие, что выполнены неравенства

(6) |e𝑖(𝑡)| ⩾ ∆𝑖, ∀𝑡 ∈ R.

Если неравенства (6) выполнены для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , то сеть называется

полностью десинхронизированной.

Отметим, что так же были попытки ввести определения десинхронизации в
работах [11,12], но они имеют свои недостатки.

Введенное определение позволяет свести задачу десинхронизации сети к задаче
исследования колебательности системы из ошибок синхронизации. Для ее решения, в
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свою очередь, можно воспользоваться Теоремой 1. Заметим, что в Теореме 1 функция
Ляпунова 𝑉2(x) используется для доказательства ограниченности решения x(𝑡,x0) и
поиска оценки ограниченности. По введенному определению десинхронизации оценка
ограниченности решения не требуется, поэтому в Теореме 1 вместо предположения о
существовании функции Ляпунова 𝑉2(x) можно требовать ограниченность решения
x(𝑡,x0) для почти всех x0. Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть граф сети (2) является ориентированным и связным,

а ее решения x(𝑡,x0) являются ограниченными для почти всех x0. Пусть

существует непрерывная и локально липшецева функция Ляпунова 𝑉 : R𝑁𝑛 → R+,

удовлетворяющая неравенствам

𝑣1(|e|) ⩽ 𝑉 (e) ⩽ 𝑣2(|e|),

для всех e ∈ R𝑁𝑛, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝐾∞, а ее производная в силу системы из ошибок

синхронизации (5) удовлетворяет следующим неравенствам

𝑉̇ (e) =
𝜕𝑉

𝜕e
f𝑒(x) > 0, для 0 < |e| < 𝐸, e /∈ Ξ,

где 𝐸 > 0 и Ξ ⊂ R𝑛 – некоторое множество нулевой меры, не содержащее целых

траекторий системы. Если, к тому же, пересечение двух следующих множество

пусто

{e : 𝑣−1
2 ∘ 𝑣1(𝐸) < |e|} ∩ Ξ = ∅,

то сеть (2) является полностью десинхронизированной при ∆ > 𝑣−1
2 ∘ 𝑣1(𝐸).

4. Заключение

В работе было предложено определение частичной и полной десинхронизации
сети из нелинейных систем, а также была показана взаимосвязь между понятиями
десинхронизации и колебательности. На основе теоремы о колебательности
нелинейной системы и получении оценок на амплитуду колебаний ее решения была
предложена теорема, устанавливающая факт пребывания сети из нелинейных систем
в состоянии десинхронизации. Данная теорема может применяться к различным
примерам сетей из нелинейных систем.

Исследование выполнено в национальном исследовательском Нижегородском
государственном университете им. Н.И. Лобачевского при поддержке Российского
научного фонда (грант №19-72-10128).
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