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Аннотация: Рассматривается стационарная билинейная неоднородная система
управления со скалярным входом с дискретным временем с комплексными
коэффициентами. Получены достаточные условия глобальной асимптотической
стабилизации нулевого решения этой системы посредством обратной связи по
состоянию. Приводится иллюстрирующий пример.

Пусть K = C или K = R, где C – множество комплексных чисел, R – множество
вещественных чисел; K𝑛 = {𝑥 = col (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑖 ∈ K}; 𝑀𝑚,𝑛(K) – пространство
𝑚× 𝑛-матриц с элементами из K; 𝑇 – транспонирование; * – эрмитово сопряжение,

т.е. 𝐴* = 𝐴
𝑇
; |𝑥| =

√
𝑥*𝑥 – норма в K𝑛; Z – множество целых чисел. Неравенства

𝑃 > (⩾)𝑄 для эрмитовых матриц понимаются в смысле квадратичных форм.
Рассмотрим стационарную билинейную неоднородную систему управления

c дискретным временем:

(1) 𝑧(𝑡+ 1) = 𝐴𝑧(𝑡) +
(︁
𝐵
(︀
𝑧(𝑡)

)︀
+𝐷

)︁
𝑢(𝑡).

Здесь 𝑧 ∈ K𝑛 – вектор состояния, 𝑢 ∈ K𝑟 – управление, 𝑡 ∈ Z, 𝐵(𝑧) = [𝐵1𝑧, . . . , 𝐵𝑟𝑧] ∈
𝑀𝑛,𝑟(K), 𝐴,𝐵𝑗 ∈ 𝑀𝑛,𝑛(K), 𝑗 = 1, 𝑟, 𝐷 ∈ 𝑀𝑛,𝑟(K). Соответствующая свободная система
имеет вид

(2) 𝑧(𝑡+ 1) = 𝐴𝑧(𝑡).

Исследуется проблема глобальной асимптотической стабилизации нулевого
решения системы (1) посредством статической обратной связи по состоянию:
требуется построить закон управления ̂︀𝑢(𝑧) ∈ K𝑟, 𝑧 ∈ K𝑛, где ̂︀𝑢(0) = 0, так что
система (1), замкнутая обратной связью

(3) 𝑢(𝑡) = ̂︀𝑢(︀𝑧(𝑡))︀,
глобально асимптотически устойчива в нуле.
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В случае когда K = R, эта проблема была решена в [1, 2]. Приведем этот
результат. Предполагается, что свободная система (2) является (неасимптотически)
устойчивой по Ляпунову. Это условие равносильно тому, что существует матрица
𝑃 = 𝑃 𝑇 ∈ 𝑀𝑛,𝑛(R) такая, что

𝑃 > 0 и 𝐴𝑇𝑃𝐴− 𝑃 ⩽ 0.

Построим следующие множества [2]:

Ω𝑚 = {𝑧 ∈ R𝑛 : (𝐴𝑖𝑧)𝑇 (𝐴𝑇𝑃𝐴− 𝑃 )(𝐴𝑖𝑧) = 0, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚},
𝑆𝑚 = {𝑧 ∈ R𝑛 : (𝐴𝑖+1𝑧)𝑇𝑃

(︀
𝐵(𝐴𝑖𝑧) +𝐷

)︀
= 0, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚}.

Теорема 1. Пусть K = R. Пусть свободная система (2) устойчива по

Ляпунову. Предположим, что существует 𝑚 ⩾ 0 такое, что Ω𝑚∩𝑆𝑚 = {0}. Тогда
система (1) глобально асимптотически стабилизируема обратной связью (3) с

законом управления

̂︀𝑢(𝑧) = −
[︀
𝐼 + (1/2)

(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀𝑇
𝑃
(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀]︀−1(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀𝑇
𝑃𝐴𝑧.

Пусть теперь коэффициенты системы (1) являются комплексными, т.е. K = C.
Комплекснозначные системы находят применение во многих областях и привлекают
все большее внимание исследователей (см. [3–5] и ссылки там). Они широко
используются в нейронных сетях с комплексными переменными [6], в квантовой
механике [7, 8], в частности, для билинейных систем [9].

Методика стабилизации в [2] основана на дискретном варианте теоремы
Барбашина–Красовского. Эта теорема относится ко второму методу Ляпунова
(методу функции Ляпунова). Она не может быть применена к системам с
комплексными коэффициентами общего вида, поскольку второй метод Ляпунова
(в отличие от первого метода Ляпунова) не работает, в общем случае, для
комплекснозначных систем. Здесь мы получаем обобщение теоремы 1 на
комплексные билинейные неоднородные системы со скалярным входом (𝑟 = 1). Ранее
соответствующие результаты были получены в [10] для комплексной билинейной
однородной системы (𝐷 = 0) со скалярным входом (𝑟 = 1). Аналогичные результаты
для комплексных билинейных систем с непрерывным временем были получены
в [11,12].

Пусть далее K = C и 𝑟 = 1 в системе (1). Предположим, что система (2)
устойчива по Ляпунову. Это равносильно (см. доказательство, например, в [10,
Лемма 5]) тому, что существует матрица 𝑄 = 𝑄* ∈ 𝑀𝑛,𝑛(C) такая, что

(4) 𝑄 > 0, 𝐴*𝑄𝐴−𝑄 ⩽ 0.

Построим следующие множества:

𝒪𝑚 = {𝑧 ∈ C𝑛 : (𝐴𝑖𝑧)*(𝐴*𝑄𝐴−𝑄)(𝐴𝑖𝑧) = 0, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚},
𝒮𝑚 = {𝑧 ∈ C𝑛 : (𝐴𝑖+1𝑧)*𝑄

(︀
𝐵(𝐴𝑖𝑧) +𝐷

)︀
+
(︀
𝐵(𝐴𝑖𝑧) +𝐷

)︀*
𝑄𝐴𝑖+1𝑧 = 0, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚}.

Имеет место следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть K = C и 𝑟 = 1. Пусть свободная система (2) устойчива
по Ляпунову. Предположим, что существует 𝑚 ⩾ 0 такое, что 𝒪𝑚 ∩ 𝒮𝑚 = {0}.
Тогда система (1) глобально асимптотически стабилизируема обратной связью (3)
с законом управления

(5) ̂︀𝑢(𝑧) = −
𝑧*𝐴*𝑄

(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀
+
(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀*
𝑄𝐴𝑧

1 +
(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀*
𝑄
(︀
𝐵(𝑧) +𝐷

)︀ .

Пример 1. Пусть 𝑛 = 2, 𝑟 = 1. Рассмотрим систему (1) с матрицами

(6) 𝐴 =

[︂
𝑖 0
0 −1/2

]︂
, 𝐵 =

[︂
0 −1
1 0

]︂
, 𝐿 =

[︂
1
0

]︂
.

Собственные значения матрицы 𝐴 равны 𝑖, −1/2. Свободная система (2)

устойчива по Ляпунову. Построим матрицу 𝑄 =

[︂
1 0
0 1

]︂
. Тогда выполнены условия

(4). Проверим, что выполнены условия теоремы 2. Положим 𝑚 = 1. Пусть

𝑧 =

[︂
𝑧1
𝑧2

]︂
=

[︂
𝑎+ 𝑖𝑏
𝑐+ 𝑖𝑑

]︂
∈ C2. Тогда

𝑧*(𝐴*𝑄𝐴−𝑄)𝑧 = −(3/4)(𝑐2 + 𝑑2),(7)

(𝐴𝑧)*𝑄(𝐵𝑧 +𝐷) + (𝐵𝑧 +𝐷)*𝑄(𝐴𝑧) = 2𝑏𝑐− 2𝑏− 2𝑎𝑑− 𝑎𝑐− 𝑏𝑑,(8)

(𝐴2𝑧)*𝑄
(︀
𝐵(𝐴𝑧) +𝐷

)︀
+
(︀
𝐵(𝐴𝑧) +𝐷

)︀*
𝑄(𝐴2𝑧) = −𝑎𝑐− 2𝑎− 𝑏𝑑+

𝑎𝑑− 𝑏𝑐

2
.(9)

Предположим, что 𝑧 ∈ 𝒪𝑚 ∩ 𝒮𝑚. Используем равенство в определении множества

𝒪𝑚 при 𝑖 = 0. Тогда из условия 𝑧 ∈ 𝒪𝑚 и равенства (7) получаем, что

(10) 𝑐 = 0, 𝑑 = 0.

Используем равенства в определении множества 𝒮𝑚 при 𝑖 = 0, 1. Тогда из условия
𝑧 ∈ 𝒮𝑚 и равенств (8), (9) и (10) получаем, что 𝑎 = 0 и 𝑏 = 0. Следовательно
𝑧 = 0. Таким образом, условия теоремы 2 выполнены. Построим закон управления

по формуле (5). Пусть 𝑧 = col (𝑧1, 𝑧2) ∈ C2. Тогда получаем, что

(11) ̂︀𝑢(𝑧) = −𝑖𝑧1(−𝑧2 + 1)− 𝑖𝑧1(−𝑧2 + 1)− (𝑧2𝑧1 + 𝑧2𝑧1)/2

1 + |𝑧21 |+ |𝑧2 − 1|2
.

В обозначениях 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1, 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 управление (11) имеет вид

̂︀𝑢(𝑧) = −
2
(︀
𝑦1(𝑥2 − 1)− 𝑥1𝑦2

)︀
− (𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2)

1 + 𝑥2
1 + 𝑦21 + (𝑥2 − 1)2 + 𝑦22

.

Обратная связь (3), (11) глобально асимптотически стабилизирует нулевое

решение системы (1), (6). На рисунке 1 представлен график функции |𝑧(𝑡)| при
𝑡 = 0, . . . , 50 с начальным условием 𝑧(0) = col (100 + 100𝑖, 100 + 100𝑖), где 𝑧(𝑡) –

решение замкнутой системы.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования
РФ в рамках государственного задания, проект FEWS-2024-0009.
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Рис. 1. График функции |𝑧(𝑡)|
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