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Аннотация: Для билинейной системы управления, заданной линейной
стационарной дифференциальной системой с несколькими сосредоточенными и
распределенными запаздываниями в переменной состояния, получены достаточные
условия разрешимости задачи о назначении произвольного конечного спектра.
Получено следствие о стабилизации.

Пусть K = C или K = R; K𝑛 = {𝑥 = col (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑖 ∈ K}; 𝑀𝑚,𝑛(K) –
пространство 𝑚×𝑛-матриц с элементами из поля K;𝑀𝑛(K) :=𝑀𝑛,𝑛(K); 𝐼 ∈𝑀𝑛(K) –
единичная матрица; Sp𝐻 – след матрицы 𝐻 ∈𝑀𝑛(K).

Рассмотрим билинейную стационарную дифференциальную систему с
несколькими сосредоточенными и распределенными запаздываниями в состоянии:

(1)

�̇�(𝑡) = 𝐴00𝑥(𝑡) + 𝑢01𝐴01𝑥(𝑡) + . . .+ 𝑢0𝑟0𝐴0𝑟0𝑥(𝑡) +

+ 𝐴10𝑥(𝑡− ℎ1) + 𝑢11𝐴11𝑥(𝑡− ℎ1) + . . .+ 𝑢1𝑟1𝐴1𝑟1𝑥(𝑡− ℎ1) + . . .

+ 𝐴𝑠0𝑥(𝑡− ℎ𝑠) + 𝑢𝑠1𝐴𝑠1𝑥(𝑡− ℎ𝑠) + . . .+ 𝑢𝑠𝑟𝑠𝐴𝑠𝑟𝑠𝑥(𝑡− ℎ𝑠) +

+

∫︁ 0

−ℎ1

(︀
𝐶10(𝜏) + 𝑤11(𝜏)𝐶11 + . . .+ 𝑤1𝑞1(𝜏)𝐶1𝑞1

)︀
𝑥(𝑡+ 𝜏) 𝑑𝜏 + . . .

+

∫︁ −ℎ𝑠−1

−ℎ𝑠

(︀
𝐶𝑠0(𝜏) + 𝑤𝑠1(𝜏)𝐶𝑠1 + . . .+ 𝑤𝑠𝑞𝑠(𝜏)𝐶𝑠𝑞𝑠

)︀
𝑥(𝑡+ 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 > 0,

с начальными условиями 𝑥(𝜏) = 𝜁(𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ𝑠, 0]; здесь ℎ𝑗 > 0 – постоянные
запаздывания такие, что 0 = ℎ0 < ℎ1 < . . . < ℎ𝑠; 𝜁 : [−ℎ𝑠, 0] → K𝑛 – непрерывная
функция; 𝑥 ∈ K𝑛 – вектор состояния; 𝑢𝑗 = col (𝑢𝑗1, . . . , 𝑢𝑗𝑟𝑗) ∈ K𝑟𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑠, –
векторы управления; 𝑤𝑘(𝜏) = col

(︀
𝑤𝑘1(𝜏), . . . , 𝑤𝑘𝑞𝑘(𝜏)

)︀
∈ K𝑞𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑠, – вектор-
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функции управления; 𝐴𝑗𝜈 ∈ 𝑀𝑛(K), 𝑗 = 0, 𝑠, 𝜈 = 0, 𝑟𝑗; 𝐶𝑘0 : [−ℎ𝑘,−ℎ𝑘−1] → 𝑀𝑛(K) –
интегрируемые функции, 𝐶𝑘𝜇 ∈𝑀𝑛(K), 𝑘 = 1, 𝑠, 𝜇 = 1, 𝑞𝑘.

Cистема (1) может быть записана в виде

(2)

�̇�(𝑡) =
𝑠∑︁

𝑗=0

(︁
𝐴𝑗0𝑥(𝑡− ℎ𝑗) +

𝑟𝑗∑︁
𝜈=1

𝑢𝑗𝜈𝐴𝑗𝜈𝑥(𝑡− ℎ𝑗)
)︁
+

+
𝑠∑︁

𝑘=1

(︂∫︁ −ℎ𝑘−1

−ℎ𝑘

(︁
𝐶𝑘0(𝜏) +

𝑞𝑘∑︁
𝜇=1

𝑤𝑘𝜇(𝜏)𝐶𝑘𝜇

)︁
𝑥(𝑡+ 𝜏) 𝑑𝜏

)︂
, 𝑡 > 0.

Обозначим через 𝜙(𝜆) характеристическую функцию системы (2), т.е.

(3)

𝜙(𝜆) = det

[︂
𝜆𝐼 −

𝑠∑︁
𝑗=0

(︁
𝐴𝑗0 +

𝑟𝑗∑︁
𝜈=1

𝑢𝑗𝜈𝐴𝑗𝜈

)︁
𝑒−𝜆ℎ𝑗

−
𝑠∑︁

𝑘=1

∫︁ −ℎ𝑘−1

−ℎ𝑘

(︁
𝐶𝑘0(𝜏) +

𝑞𝑘∑︁
𝜇=1

𝑤𝑘𝜇(𝜏)𝐶𝑘𝜇

)︁
𝑒𝜆𝜏 𝑑𝜏

]︂
.

Множество 𝜎 = {𝜆 ∈ C : 𝜙(𝜆) = 0} нулей характеристической функции образует
спектр системы (2). Если 𝜎 ⊂ {𝜆 ∈ C : Re𝜆 < 0}, то система (2) асимптотически
устойчива. Спектр 𝜎 системы (2) в общем случае состоит из бесконечного числа
точек. Если характеристическая функция обращается в полином, то спектр 𝜎
системы (2) является конечным множеством.

Определение 1. Мы говорим, что для системы (2) разрешима задача

назначения произвольного конечного спектра, если для любых чисел 𝛾𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, 𝑛,
существуют постоянные векторы управления 𝑢𝑗 ∈ K𝑟𝑗 (𝑗 = 0, 𝑠) и интегрируемые

вектор-функции управления 𝑤𝑘 : [−ℎ𝑘,−ℎ𝑘−1] → K𝑞𝑘 (𝑘 = 1, 𝑠) такие, что

характеристическая функция (3) удовлетворяет равенству

𝜙(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝛾1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝛾𝑛.

В работе [1] были получены достаточные условия разрешимости задачи
назначения конечного спектра для системы (2), содержащей только сосредоточенные
запаздывания и не содержащей распределенных запаздываний (т.е. в случае когда
𝐶𝑘𝜇 ≡ 0, 𝑘 = 1, 𝑠, 𝜇 = 0, 𝑞𝑘). В работе [2] были получены достаточные условия
разрешимости задачи назначения конечного спектра для системы (2), содержащей
только одно сосредоточенное и одно распределенное запаздывание (𝑠 = 1). Здесь
результаты работ [1, 2] обобщаются на системы с несколькими сосредоточенными и
распределенными запаздываниями.

Предположим, что коэффициенты системы (2) имеют следующий специальный
вид: матрица 𝐴00 имеет нижнюю форму Хессенберга с ненулевыми элементами
первой наддиагонали; для некоторого 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛} первые 𝑝− 1 строк и последние
𝑛− 𝑝 столбцов матриц 𝐴𝑗𝜈 , 𝑗 = 0, 𝑠, 𝜈 = 0, 𝑟𝑗

(︀
(𝑗, 𝜈) ̸= (0, 0)

)︀
, и матриц 𝐶𝑘𝜇, 𝑘 = 1, 𝑠,

𝜇 = 0, 𝑞𝑘, равны нулю, то есть

𝐴00 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 0 . . . 0
𝑎21 𝑎22 𝑎23 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛−1,1 𝑎𝑛−1,2 . . . . . . . 𝑎𝑛−1,𝑛

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . . . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, 𝑎𝑖,𝑖+1 ̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛− 1;(4)
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𝐴𝑗𝜈 =

[︂
0 0̂︀𝐴𝑗𝜈 0

]︂
, ̂︀𝐴𝑗𝜈 ∈𝑀𝑛−𝑝+1,𝑝(K), 𝑗 = 0, 𝑠, 𝜈 = 0, 𝑟𝑗, (𝑗, 𝜈) ̸= (0, 0),(5)

𝐶𝑘0(𝜏) =

[︂
0 0̂︀𝐶𝑘0(𝜏) 0

]︂
, 𝐶𝑘𝜇 =

[︂
0 0̂︀𝐶𝑘𝜇 0

]︂
,(6)

̂︀𝐶𝑘0(𝜏), ̂︀𝐶𝑘𝜇 ∈𝑀𝑛−𝑝+1,𝑝(K), 𝑘 = 1, 𝑠, 𝜇 = 1, 𝑞𝑘, 𝜏 ∈ [−ℎ𝑘,−ℎ𝑘−1].

По системе (2) построим матрицы 𝛤𝑗 ∈𝑀𝑛,𝑟𝑗(K) (𝑗 = 0, 𝑠), 𝛬𝑗 ∈𝑀𝑛,1(K) (𝑗 = 1, 𝑠)
и матрицы 𝛷𝑘 ∈𝑀𝑛,𝑞𝑘(K), Ψ𝑘(𝜏) ∈𝑀𝑛,1(K), 𝜏 ∈ [−ℎ𝑘,−ℎ𝑘−1], 𝑘 = 1, 𝑠:

𝛤0 =

⎡⎢⎢⎣
Sp (𝐴01) Sp (𝐴02) . . . Sp (𝐴0𝑟0)

Sp (𝐴01𝐴00) Sp (𝐴02𝐴00) . . . Sp (𝐴0𝑟0𝐴00)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sp (𝐴01𝐴

𝑛−1
00 ) Sp (𝐴02𝐴

𝑛−1
00 ) . . . Sp (𝐴0𝑟0𝐴

𝑛−1
00 )

⎤⎥⎥⎦,

𝛤𝑗 =

⎡⎢⎢⎣
Sp (𝐴𝑗1) Sp (𝐴𝑗2) . . . Sp (𝐴𝑗𝑟𝑗)

Sp (𝐴𝑗1𝐴00) Sp (𝐴𝑗2𝐴00) . . . Sp (𝐴𝑗𝑟𝑗𝐴00)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sp (𝐴𝑗1𝐴

𝑛−1
00 ) Sp (𝐴𝑗2𝐴

𝑛−1
00 ) . . . Sp (𝐴𝑗𝑟𝑗𝐴

𝑛−1
00 )

⎤⎥⎥⎦,

Λ𝑗 =

⎡⎢⎢⎣
Sp (𝐴𝑗0)

Sp (𝐴𝑗0𝐴00)
. . . . . . . . . . . . .
Sp (𝐴𝑗0𝐴

𝑛−1
00 )

⎤⎥⎥⎦ ,

𝛷𝑘 =

⎡⎢⎢⎣
Sp (𝐶𝑘1) Sp (𝐶𝑘2) . . . Sp (𝐶𝑘𝑞𝑘)

Sp (𝐶𝑘1𝐴00) Sp (𝐶𝑘2𝐴00) . . . Sp (𝐶𝑘𝑞𝑘𝐴00)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sp (𝐶𝑘1𝐴

𝑛−1
00 ) Sp (𝐶𝑘2𝐴

𝑛−1
00 ) . . . Sp (𝐶𝑘𝑞𝑘𝐴

𝑛−1
00 )

⎤⎥⎥⎦,

Ψ𝑘(𝜏) =

⎡⎢⎢⎣
Sp

(︀
𝐶𝑘0(𝜏)

)︀
Sp

(︀
𝐶𝑘0(𝜏)𝐴00

)︀
. . . . . . . . . . . . . . . .
Sp

(︀
𝐶𝑘0(𝜏)𝐴

𝑛−1
00

)︀
⎤⎥⎥⎦ .

Построим матрицы 𝛥𝑗 = [𝛤𝑗, 𝛬𝑗] ∈ 𝑀𝑛,𝑟𝑗+1(K) (𝑗 = 1, 𝑠) и матрицы Θ𝑘(𝜏) =
[𝛷𝑘,Ψ𝑘(𝜏)] ∈𝑀𝑛,𝑞𝑘+1(K), 𝜏 ∈ [−ℎ𝑘,−ℎ𝑘−1], 𝑘 = 1, 𝑠.

Теорема 1. Пусть матрицы системы (2) имеют специальный вид (4), (5),
(6). Тогда задача назначения произвольного конечного спектра для системы (2)
разрешима в том и только в том случае, если выполнены следующие равенства:

rank𝛤0 = 𝑛,(7)

rank𝛤𝑗 = rank𝛥𝑗, 𝑗 = 1, 𝑠,(8)

rankΦ𝑘 = rankΘ𝑘(𝜏) п.в. 𝜏 ∈ [−ℎ𝑘,−ℎ𝑘−1], 𝑘 = 1, 𝑠.(9)

Следствие 1. Пусть матрицы системы (2) имеют специальный вид (4),
(5), (6). Предположим, что выполнены условия (7), (8), (9). Тогда система (2)
экспоненциально стабилизируема.

Рассмотрим пример, илюстрирующий теорему 1. Пусть K = R, 𝑛 = 3, 𝑠 = 2,
𝑝 = 2, 𝑟0 = 3, 𝑟1 = 2, 𝑟2 = 2, 𝑞1 = 3, 𝑞2 = 2, 0 < ℎ1 < ℎ2, и матрицы системы (2) имеют
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следующий вид:

𝐴00 =

⎡⎣0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎤⎦, 𝐴01 =

⎡⎣ 0 0 0
0 1 0
−1 0 0

⎤⎦, 𝐴02 =

⎡⎣0 0 0
1 0 0
0 1 0

⎤⎦,
𝐴03 =

⎡⎣ 0 0 0
−1 −1 0
0 2 0

⎤⎦, 𝐴10 =

⎡⎣0 0 0
2 −1 0
2 −2 0

⎤⎦, 𝐴11 =

⎡⎣ 0 0 0
−1 1 0
0 −1 0

⎤⎦,
𝐴12 =

⎡⎣ 0 0 0
−1 1 0
−1 0 0

⎤⎦, 𝐴20 =

⎡⎣0 0 0
2 1 0
1 0 0

⎤⎦, 𝐴21 =

⎡⎣0 0 0
1 0 0
1 −1 0

⎤⎦,
𝐴22 =

⎡⎣0 0 0
0 −1 0
0 −2 0

⎤⎦, 𝐶10(𝑡) =

⎡⎣0 0 0
2 −4 sin 𝑡 0
0 0 0

⎤⎦, 𝐶11 =

⎡⎣0 0 0
0 1 0
1 0 0

⎤⎦,
𝐶12 =

⎡⎣ 0 0 0
0 1 0
−1 −1 0

⎤⎦, 𝐶13 =

⎡⎣0 0 0
1 0 0
0 1 0

⎤⎦, 𝐶20(𝑡) =

⎡⎣ 0 0 0
0 0 0

cos 𝑡 0 0

⎤⎦,
𝐶21 =

⎡⎣0 0 0
1 −1 0
0 0 0

⎤⎦, 𝐶22 =

⎡⎣0 0 0
0 1 0
1 −1 0

⎤⎦.

(10)

Матрицы (10) системы (2) имеют специальный вид (4), (5), (6). Построим
матрицы Γ0, Γ1, Γ2, Λ1, Λ2, Φ1, Φ2, Ψ1(𝜏), Ψ2(𝜏), ∆1, ∆2, Θ1(𝜏), Θ2(𝜏):

Γ0 =

⎡⎣ 1 0 −1
0 2 1
−1 0 0

⎤⎦ , Γ1 =

⎡⎣ 1 1
−2 −1
0 −1

⎤⎦ , Γ2 =

⎡⎣0 −1
0 −2
1 0

⎤⎦ ,
Λ1 =

⎡⎣−1
0
2

⎤⎦ , Λ2 =

⎡⎣12
1

⎤⎦ , Φ1 =

⎡⎣1 1 0
0 −1 2
1 −1 0

⎤⎦ ,
Φ2 =

⎡⎣−1 1
1 −1
0 1

⎤⎦ , Ψ1(𝜏) =

⎡⎣−4 sin 𝜏
2
0

⎤⎦ , Ψ2(𝜏) =

⎡⎣ 0
0

cos 𝜏

⎤⎦ ,
∆1 =

⎡⎣ 1 1 −1
−2 −1 0
0 −1 2

⎤⎦ , ∆2 =

⎡⎣0 −1 1
0 −2 2
1 0 1

⎤⎦ ,
Θ1(𝜏) =

⎡⎣1 1 0 −4 sin 𝜏
0 −1 2 2
1 −1 0 0

⎤⎦ , Θ2(𝜏) =

⎡⎣−1 1 0
1 −1 0
0 1 cos 𝜏

⎤⎦ .
Условия (7), (8), (9) выполнены. Следовательно, по теореме 1 для системы (2) с
матрицами (10) разрешима задача назначения произвольного конечного спектра.
Пусть, к примеру, целевой полином есть 𝜓(𝜆) = (𝜆 + 1)3. Вычислим векторы
управления 𝑢0 ∈ R3, 𝑢1, 𝑢2 ∈ R2, 𝑤1(𝜏) ∈ R3, 𝑤2(𝜏) ∈ R2, используя теорему 1;
получим:

𝑢0 = col (2,−4, 5), 𝑢1 = col (−1, 2), 𝑢2 = col (−1, 1),

𝑤1(𝜏) = col (2 sin 𝜏, 2 sin 𝜏, sin 𝜏 − 1), 𝑤2(𝜏) = col (− cos 𝜏,− cos 𝜏).
(11)
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Система (2) с матрицами (10) и управлением (11) имеет вид

(12) �̇�(𝑡) =

⎡⎣ 0 1 0
−9 −3 1
−1 6 0

⎤⎦𝑥(𝑡) +
⎡⎣0 0 0
1 0 0
0 −1 0

⎤⎦𝑥(𝑡− ℎ1) +

+

⎡⎣0 0 0
1 0 0
0 −1 0

⎤⎦𝑥(𝑡− ℎ2) +

∫︁ 0

−ℎ1

⎡⎣ 0 0 0
1 + sin 𝜏 0 0

0 −1− sin 𝜏 0

⎤⎦𝑥(𝑡+ 𝜏) 𝑑𝜏 +

+

∫︁ −ℎ1

−ℎ2

⎡⎣ 0 0 0
− cos 𝜏 0 0

0 cos 𝜏 0

⎤⎦𝑥(𝑡 + 𝜏) 𝑑𝜏

Вычислим характеристическую функцию системы (12), получим

𝜙(𝜆) = 𝜆3 + 3𝜆2 + 3𝜆+ 1.

В частности, система (12) является экспоненциально устойчивой.
Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования

РФ в рамках государственного задания, проект FEWS-2024-0009.
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