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Аннотация: В данной работе в рамках теории систем дифференциальных
уравнений с разрывной правой частью рассмотрена задача определения полос
удержания, захвата и быстрого захвата для системы управления фазовой
синхронизацией с пилообразной характеристикой фазового детектора. На
примерах системы фазовой автоподстройки второго порядка с идеальным
интегрирующим фильтром и схемы Костаса с квадратурной фазовой манипуляцией
показаны трудности, возникающие при определении решения соответствующей
математической модели в точках разрыва, и возможности аналитических методов
анализа таких моделей.

1. Введение

Системы фазовой автоподстройки (ФАП) – нелинейные системы управления,
широко используемые в спутниковой навигации [1], гироскопах [2, 3], беспроводной
связи [4–6] и других приложениях [7–12]. Одной из основных задач ФАП
является синхронизация выходного сигнала подстраиваемого генератора (ПГ)
с входным периодическим сигналом [13–15]. Несмотря на то, что математическая
модель ФАП с пилообразной характеристикой фазового детектора описывается
системой дифференциальных уравнений с разрывной правой частью, теория
дифференциальных включений [16–19], используемая для строгого определения
решений в точках разрыва правой части, редко применяется в инженерной
литературе для описания таких моделей ФАП. Так, в работах [20–27] при анализе
полосы захвата не обсуждаются описание векторного поля в точках разрыва и
возможная неединственность решений.

Аналогичные проблемы возникают при анализе моделей схемы Костаса
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с квадратурной фазовой манипуляцией, которая является модификацией
схемы фазовой автоподстройки и используется в системах связи и управления
для восстановления несущей сигналов и квадратурной фазовой манипуляции
(QPSK) [28].

2. Основная часть

Поведение системы ФАП на рис. 1 с идеальным интегрирующим фильтром
первого порядка описывается системой дифференциальных уравнений

(1)

𝑥̇ = 𝑣𝑒(𝜃𝑒),

𝜃𝑒 = 𝜔free
𝑒 − 𝐾vco

𝜏1
(𝑥+ 𝜏2𝑣𝑒(𝜃𝑒)) ,

где 𝑥(𝑡) – состояние фильтра, 𝜃𝑒(𝑡) – расфазировка, 𝑣𝑒(·) – характеристика фазового
детектора, 𝜏1,2 > 0 – параметры фильтра нижних частот, 𝐾vco > 0 – коэффициент
усиления ПГ, 𝜔free

𝑒 – разность входной частоты и свободной частоты ПГ.

Фильтр

ПГ

+-

+

Рис. 1. Модель фазовой
автоподстройки частоты в
пространстве фаз сигналов
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Рис. 2. Пилообразная характеристика
фазового детектора

При рассмотрении пилообразной характеристики фазового детектора
(см. рис. 2), правая часть уравнений (1) терпит разрыв в точках 𝜃𝑒 = 𝜋𝑚,
𝑚 ∈ Z.

Также разрывная кусочно-гладкая характеристика фазового детектора
возникает в усредненной модели схемы Костаса с квадратурной манипуляцией
(QPSK) [28]. На рис. 3 представлена QPSK-схема Костаса в пространстве сигналов.
Здесь ⊗ – перемножитель, 𝑚1,2(𝑡) – сигналы данных, sin(𝜃1,2(𝑡)), cos(𝜃1,2(𝑡)) –
высокочастотные колебания с фазами 𝜃1(𝑡) и 𝜃2(𝑡), ФНЧ1, ФНЧ2 и ФИЛЬТР –
линейные фильтры нижних частот с начальными состояниями 𝑥1(0), 𝑥2(0)
и 𝑥(0), соответственно, соотношение между входом 𝜉(𝑡) и выходом 𝜎(𝑡)
ограничителя имеет вид 𝜎(𝑡) = sign(𝜉(𝑡)), вход 𝜙(𝑡) фильтра ФИЛЬТР имеет
вид sign(𝑔1(𝑡))𝑔2(𝑡) − sign(𝑔2(𝑡))𝑔1(𝑡), закон изменения частоты подстраиваемого
генератора предполагается линейным, блок 90∘ задерживает фазу сигнала на 𝜋

2
.

Впервые исследования радиофизических систем с разрывной правой частью
проводились Железцовым Н.А. [29] до появления развитой математической теории
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Рис. 3. QPSK-схема Костаса.

дифференциальных включений [16, 17]. Далее для определения решений разрывной
системы (1) мы используем подход Филиппова [17] и рассматриваем решение как
абсолютно-непрерывную вектор-функцию, удовлетворяющую дифференциальному
включению

(2)

𝑥̇ ∈ 𝜓(𝜃𝑒),

𝜃𝑒 ∈ 𝜔free
𝑒 − 𝐾vco

𝜏1
(𝑥+ 𝜏2𝜓(𝜃𝑒)) ,

где

(3) 𝜓(𝜃𝑒) =

{︃
saw(𝜃𝑒), 𝜃𝑒 ̸= 𝜋 + 2𝜋𝑚,

[−1, 1], 𝜃𝑒 = 𝜋 + 2𝜋𝑚.

Здесь 𝜓(𝜋) = [−1, 1] соответствует минимальному ограниченному выпуклому
множеству, такому что lim

𝜃𝑒→𝜋−0
saw(𝜃𝑒) ∈ 𝜓(𝜋), lim

𝜃𝑒→𝜋+0
saw(𝜃𝑒) ∈ 𝜓(𝜋).

Из анализа дифференциального включения (2) следует существование отрезка
скользящих режимов на периоде и неединственность траекторий с начальными
данными на этих отрезках. Для доказательства глобальной устойчивости и
бесконечности полосы захвата исследуемой модели ФАП рассмотрим непрерывную
функцию Ляпунова в форме Лурье-Постникова:

(4) 𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒) =
𝐾vco

2𝜏1

(︂
𝑥− 𝜏1𝜔

free
𝑒

𝐾vco

)︂2

+

𝜃𝑒∫︁
0

saw(𝜎)𝑑𝜎,

которая является периодической: 𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒 + 2𝜋) = 𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒) ∀𝑥 ∈ R, ∀𝜃𝑒 ∈ R, а
также удовлетворяет условию радиальной неограниченности по непериодическим
координатам: 𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒) + 𝜃2𝑒 → +∞ при |𝑥| + |𝜃𝑒| → +∞. Вне поверхностей разрыва
𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝜃𝑒) | 𝑥 ∈ R, 𝜃𝑒 = 𝜋 + 2𝜋𝑚}, 𝑚 ∈ Z функция 𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒) гладкая и ее
производные в силу системы (1) отрицательна:

𝑉̇ (𝑥, 𝜃𝑒) = −𝐾vco𝜏2
𝜏1

(saw(𝜃𝑒))
2 < 0, 𝜃𝑒 ̸= 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z.
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Заметим, что из вида системы следует, что не существует временного интервала
(𝑡1, 𝑡2) такого, что 𝜃𝑒(𝑡) ≡ 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z при 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2). Следовательно,
𝑉 (𝑥(𝑡1), 𝜃𝑒(𝑡1)) < 𝑉 (𝑥(𝑡2), 𝜃𝑒(𝑡2)) при 𝑡1 < 𝑡2. На решениях скользящего режима,

удовлетворяющих 𝑥̇ = 1
𝜏2

(︁
𝜏1𝜔free

𝑒

𝐾vco
− 𝑥

)︁
, функция 𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒) имеет вид

𝑉 (𝑥, 𝜃𝑒) =
𝐾vco

2𝜏1

(︂
𝑥− 𝜏1𝜔

free
𝑒

𝐾vco

)︂2

+
𝜋

2

и является невозрастающей. Следовательно, для любого решения включения (2)
функция (4) является невозрастающей и 𝑉 (𝑥(𝑡), 𝜃𝑒(𝑡)) ≡ 𝑉 (𝑥(0), 𝜃𝑒(0)) влечет
(𝑥(𝑡), 𝜃𝑒(𝑡)) ≡ (𝑥(0), 𝜃𝑒(0)). Таким образом, функция (4) удовлетворяет теореме
Леонова для анализа глобальной устойчивости периодических дифференциальных
включений [30–32] и позволяет доказать бесконечность полосы захвата исследуемой
модели ФАП для любых параметров 𝐾vco > 0, 𝜏1 > 0, 𝜏2 > 0:

[0, 𝜔𝑝) = [0, +∞).

Поскольку при ресинхронизации траектории системы (1) не попадают на отрезки
скользящих режимов при любых частотах 𝜔free

𝑒 , отличных от частоты быстрого
захвата 𝜔free

𝑒 = 𝜔𝑙, то проблема неединственности решений не влияет на определение
полосы быстрого захвата.

3. Заключение

В данной работе были показаны возможности аналитических методов анализа
систем дифференциальных уравнений с разрывной правой частью для решения
проблем определения полос удержания, захвата и быстрого захвата в системе ФАП
с пилообразной характеристикой фазового детектора.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект 22-11-00172).
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