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Аннотация: Рассматривается задача о движении тяжелого гиростата с
неподвижной точкой. В 1963 году Л. Н. Сретенский показал, что в этой
задаче существует частный случай интегрируемости, соответствующий случаю
Гесса в классической задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной
точкой. В данной работе показано, что как и в классической задаче о движении
тяжелого твердого тела с неподвижной точкой, решение задачи описания
движения тяжелого гиростата в случае Гесса-Сретенского приводится к
интегрированию одного линейного дифференциального уравнения второго
порядка с рациональными коэффициентами. При помощи алгоритма Ковачича
получены условия на параметры задачи, при выполнении которых соответствующее
линейное дифференциальное уравнение второго порядка допускает явное решение,
выражающееся в лиувиллевых функциях, и следовательно, уравнения движения
гиростата могут быть проинтегрированы в квадратурах.

1. Введение

В 1890 году немецкий математик и механик В. Гесс [1] указал новый частный
случай интегрируемости уравнений Эйлера-Пуассона движения тяжелого твердого
тела с неподвижной точкой. В 1963 году Л. Н. Сретенский в своей работе [2]
показал, что частный случай интегрируемости, аналогичный случаю Гесса, будет
существовать и в задаче о движении тяжелого гиростата – тяжелого твердого тела с
неподвижной точкой, в котором расположен вращающийся однородный маховик. В
дальнейшем в работах [3–10] были предложены многочисленные обобщения случая
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Гесса, имеющие место при движении твердого тела и гиростата с неподвижной точкой
в различных силовых полях. Наиболее общие условия, при которых существует
частный случай интегрируемости, аналогичный случаю Гесса, были указаны в работе
А. А. Косова [8].

Первые работы, в которых приводилось качественное описание движения
тяжелого твердого тела в интегрируемом случае Гесса были опубликованы
практически сразу после того, как этот случай был указан. В 1892 году
П. А. Некрасов показал [11, 12], что решение задачи о движении тяжелого твердого
тела с неподвижной точкой при условиях Гесса сводится к интегрированию
линейного дифференциального уравнения второго порядка с переменными
коэффициентами. Аналогичный вывод в отношении задачи о движении гиростата в
интегрируемом случае Гесса был сделан в работе Л. Н. Сретенского [2]. В данной
работе представлен вывод соответствующего уравнения второго порядка и показано,
как привести коэффициенты этого уравнения к виду рациональных функций.
Затем при помощи алгоритма Ковачича [13] исследуется вопрос о существовании
лиувиллевых решений у соответствующего линейного уравнения второго порядка.
Получены условия на параметры задачи, при выполнении которых уравнения
движения тяжелого гиростата с неподвижной точкой в случае Гесса интегрируются
в квадратурах.

2. Постановка задачи

Рассмотрим движение твердого тела с одной закрепленной точкой 𝑂 в
однородном поле силы тяжести. Введем подвижную систему координат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3,
оси которой совпадают с главными осями инерции тела для точки 𝑂. Допустим, что
с этим телом связана некоторая ось, вокруг которой может вращаться однородный
маховик. Такую систему (тело с маховиком) принято называть гиростатом. Пусть
𝑀 – масса гиростата, 𝑔 – ускорение свободного падения, 𝐴𝑖 – моменты инерции
тела относительно осей 𝑂𝑥𝑖, (𝑖 = 1, 2, 3); 𝜔𝑖, 𝛾𝑖 и 𝑥𝑖 – проекции на оси 𝑂𝑥𝑖 вектора
мгновенной угловой скорости тела 𝜔, единичного вектора 𝛾, направленного по
вертикали вверх, и радиуса – вектора центра масс гиростата соответственно.
Через 𝑠𝑖 обозначим постоянные компоненты кинетического момента маховика
(гиростатического момента). Тогда уравнения движения гиростата в системе
координат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 имеют вид [2]:

(1)

𝐴1�̇�1 + (𝐴3 − 𝐴2)𝜔2𝜔3 + 𝑠3𝜔2 − 𝑠2𝜔3 = 𝑀𝑔 (𝑥3𝛾2 − 𝑥2𝛾3) ,

𝐴2�̇�2 + (𝐴1 − 𝐴3)𝜔1𝜔3 + 𝑠1𝜔3 − 𝑠3𝜔1 = 𝑀𝑔 (𝑥1𝛾3 − 𝑥3𝛾1) ,

𝐴3�̇�3 + (𝐴2 − 𝐴1)𝜔1𝜔2 + 𝑠2𝜔1 − 𝑠1𝜔2 = 𝑀𝑔 (𝑥2𝛾1 − 𝑥1𝛾2) ,

(2) �̇�1 = 𝜔3𝛾2 − 𝜔2𝛾3, �̇�2 = 𝜔1𝛾3 − 𝜔3𝛾1, �̇�3 = 𝜔2𝛾1 − 𝜔1𝛾2.

Известно [3,6,14], что для решения системы уравнений (1)–(2) достаточно найти
четыре независимых первых интеграла данной системы уравнений. При любых
значениях параметров 𝐴𝑖, 𝑥𝑖, 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 известны три независимых первых
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интеграла системы уравнений (1)–(2) – интеграл энергии

𝐻 =
1

2

(︀
𝐴1𝜔

2
1 + 𝐴2𝜔

2
2 + 𝐴3𝜔

2
3

)︀
+𝑀𝑔 (𝑥1𝛾1 + 𝑥2𝛾2 + 𝑥3𝛾3) = 𝐸,

интеграл площадей

𝐾 = (𝐴1𝜔1 + 𝑠1) 𝛾1 + (𝐴2𝜔2 + 𝑠2) 𝛾2 + (𝐴3𝜔3 + 𝑠3) 𝛾3 = 𝑘

и геометрический интеграл

𝛾2
1 + 𝛾2

2 + 𝛾2
3 = 1.

В 1963 году Л.Н. Сретенский показал [2], что при выполнении условий

(3) 𝑥3 = 0, 𝐴2 (𝐴3 − 𝐴1)𝑥
2
2 = 𝐴1 (𝐴2 − 𝐴3)𝑥

2
1, 𝑠3 = 0, 𝐴2 > 𝐴3 > 𝐴1

система уравнений (1)–(2) допускает частный четвертый интеграл, имеющий вид:

(4) 𝐴1𝜔1𝑥1 + 𝐴2𝜔2𝑥2 +
𝐴1𝑥1 (𝑠2𝑥1 − 𝑠1𝑥2)

(𝐴3 − 𝐴1)𝑥2

= 0.

Если ввести обозначения:

𝐿1 =
𝐴1𝜔1𝑥1 + 𝐴2𝜔2𝑥2√︀

𝑥2
1 + 𝑥2

2

, 𝐿2 =
𝐴2𝜔2𝑥1 − 𝐴1𝜔1𝑥2√︀

𝑥2
1 + 𝑥2

2

, 𝐿3 = 𝐴3𝜔3,

𝜈1 =
𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2√︀

𝑥2
1 + 𝑥2

2

, 𝜈2 =
𝛾2𝑥1 − 𝛾1𝑥2√︀

𝑥2
1 + 𝑥2

2

, 𝜈3 = 𝛾3, 𝑘1 =
𝑠1𝑥1 + 𝑠2𝑥2√︀

𝑥2
1 + 𝑥2

2

,

𝑘2 =
𝑠2𝑥1 − 𝑠1𝑥2√︀

𝑥2
1 + 𝑥2

2

, Γ = 𝑀𝑔
√︁

𝑥2
1 + 𝑥2

2, 𝑐 =
1

𝐴3

,

𝑎 =
𝐴2𝑥

2
1 + 𝐴1𝑥

2
2

𝐴1𝐴2 (𝑥2
1 + 𝑥2

2)
, 𝑏 =

(𝐴1 − 𝐴2)𝑥1𝑥2

𝐴1𝐴2 (𝑥2
1 + 𝑥2

2)
,

то в переменных 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3 система уравнений (1)–(2) перепишется
следующим образом:

(5)

�̇�1 = −𝑏𝐿3

(︂
𝐿1 −

𝑐𝑘2
𝑏

)︂
, �̇�2 = (𝑎− 𝑐)𝐿1𝐿3 + 𝑏𝐿2𝐿3 − 𝑐𝑘1𝐿3 + 𝜈3Γ,

�̇�3 = − (𝑎− 𝑐)𝐿1𝐿2 + 𝑏𝐿2
1 − 𝑏𝐿2

2 + (𝑘1𝑏− 𝑘2𝑎)𝐿1 + (𝑘1𝑐− 𝑘2𝑏)𝐿2 − 𝜈2Γ,

�̇�1 = 𝑐𝐿3𝜈2 − (𝑐𝐿2 + 𝑏𝐿1) 𝜈3, �̇�2 = (𝑎𝐿1 + 𝑏𝐿2) 𝜈3 − 𝑐𝐿3𝜈1,

�̇�3 = − (𝑎𝐿1 + 𝑏𝐿2) 𝜈2 + (𝑐𝐿2 + 𝑏𝐿1) 𝜈1.

Из первого уравнения системы уравнений (5) следует частный интеграл Гесса (4),
который имеет вид

(6) 𝐿1 ≡
𝑐𝑘2
𝑏
.
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Инвариантное многообразие (6) (или, в других обозначениях, (4)) вместе с
условиями (3) и определяет интегрируемый случай Гесса в задаче о движении
тяжелого гиростата с неподвижной точкой. При выполнении условий (3) на уровне
частного интеграла Гесса (6) уравнения (5) заметно упрощаются и принимают вид:

(7)

˙̄𝐿2 = 𝑏�̄�2𝐿3 + (𝐹 −𝐺𝑐)𝐿3 + 𝜈3Γ, �̇�3 = −𝑏�̄�2
2 − (𝐹 −𝐺𝑐) �̄�2 − 𝜈2Γ,

�̇�1 = 𝑐𝐿3𝜈2 − 𝑐�̄�2𝜈3, �̇�2 = −𝑐𝐿3𝜈1 + 𝑏�̄�2𝜈3 + 𝐹𝜈3, �̇�3 = 𝑐�̄�2𝜈1 − 𝑏�̄�2𝜈2 − 𝐹𝜈2.

Здесь введены обозначения

�̄�2 = 𝐿2 + 𝑘2, 𝐹 =
(𝑎𝑐− 𝑏2) 𝑘2

𝑏
, 𝐺 =

𝑐𝑘2
𝑏

+ 𝑘1.

Система уравнений (7) допускает следующие первые интегралы

(8)
𝑐

2

(︀
�̄�2
2 + 𝐿2

3

)︀
+ Γ𝜈1 = 𝐸; 𝐺𝜈1 + �̄�2𝜈2 + 𝐿3𝜈3 = 𝑘; 𝜈2

1 + 𝜈2
2 + 𝜈2

3 = 1.

Вводя безразмерные переменные и параметры

�̄�2 =

√︂
Γ

𝑐
𝑦, 𝐿3 =

√︂
Γ

𝑐
𝑧, 𝑡 =

𝜏√
Γ𝑐

, 𝑑1 =
𝑏

𝑐
,

𝐴 =
𝐹√
Γ𝑐

, 𝐵 = 𝐺

√︂
𝑐

Γ
, ℎ =

𝐸

Γ
, 𝑝1 = 𝑘

√︂
𝑐

Γ
,

запишем систему уравнений (7) и первые интегралы (8) в безразмерной форме

(9)

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑑1𝑦𝑧 + (𝐴−𝐵) 𝑧 + 𝜈3,

𝑑𝑧

𝑑𝜏
= −𝑑1𝑦

2 − (𝐴−𝐵) 𝑦 − 𝜈2,

𝑑𝜈1
𝑑𝜏

= 𝑧𝜈2 − 𝑦𝜈3,
𝑑𝜈2
𝑑𝜏

= 𝑑1𝑦𝜈3 − 𝑧𝜈1 + 𝐴𝜈3,
𝑑𝜈3
𝑑𝜏

= −𝑑1𝑦𝜈2 + 𝑦𝜈1 − 𝐴𝜈2,

𝑦2 + 𝑧2

2
+ 𝜈1 = ℎ, 𝑦𝜈2 + 𝑧𝜈3 +𝐵𝜈1 = 𝑝1, 𝜈2

1 + 𝜈2
2 + 𝜈2

3 = 1.

Вводя новые переменные по формулам

𝑦 = 𝑥 cos𝜙, 𝑧 = 𝑥 sin𝜙, 𝑢 = tg
𝜙

2

получим, что функция 𝑢 (𝑥) удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати:

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −

𝑑1𝑥
3 −

(︂
𝐴− 𝐵

2

)︂
𝑥2 − (𝑝1 −𝐵ℎ)

2𝑥

⎯⎸⎸⎷𝑥2

(︃
1−

(︂
𝑥2

2
− ℎ

)︂2
)︃

−
(︂
𝑝1 +𝐵

(︂
𝑥2

2
− ℎ

)︂)︂2
𝑢2+

+

𝑑1𝑥
3 +

(︂
𝐴− 𝐵

2

)︂
𝑥2 + (𝑝1 −𝐵ℎ)

2𝑥

⎯⎸⎸⎷𝑥2

(︃
1−

(︂
𝑥2

2
− ℎ

)︂2
)︃

−
(︂
𝑝1 +𝐵

(︂
𝑥2

2
− ℎ

)︂)︂2
,
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из которого можно получить линейное дифференциальное уравнение второго
порядка. Применение к этому дифференциальному уравнению алгоритма
Ковачича [13] приводит к следующему результату.

Теорема 1. Лиувиллевы решения в задаче о движении тяжелого гиростата
с неподвижной точкой в интегрируемом случае Гесса существуют только в двух
случаях: 𝑑1 = 0 (случай Лагранжа) или при выполнении условий

𝑝1 −𝐵ℎ = 0, 𝐴 =
𝐵

2
.
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