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Аннотация: Рассмотрены бифуркации рождения предельных циклов из особых
точек на плоскости, отличные от бифуркации Андронова–Хопфа. В частности,
рождение предельных циклов из центра и в случае, когда при нулевом значении
параметра матрица линейного приближения имеет нулевые собственные значения.

1. Введение

По-видимому, первые содержательные результаты о бифуркации рождения
предельного цикла на плоскости из особой точки были получены А.А. Андроновым [1].
Им рассматривалась система двух автономных дифференциальных уравнений
первого порядка, зависящих от параметра 𝜇 и имеющая особую точку типа
«фокус» при нулевом значении этого параметра. Предполагалось, что комплексно-
сопряженные собственные значения 𝛼(𝜇) ± 𝑖𝛽(𝜇) линейной части этой системы
удовлетворяют условию

(1) 𝛼(0) = 0, 𝛼′(0) ̸= 0, 𝛽(0) ̸= 0.

Тогда, согласно его результатам, при изменении параметра 𝜇 у этой системы
возникает предельный цикл, окружающий фокус.

Позднее аналогичные результаты были получены Е. Хопфом [5] для систем
нескольких дифференциальных уравнений, когда матрица ее линейной части
имеет пару комплексно-сопряженных собственных значений, удовлетворяющих
условиям (1), а оставшаяся часть спектра лежит в левой полуплоскости и
равномерно отделена от мнимой оси. Перевод этой статьи на русский язык приведен
в монографии [3]. Это дало основание называть такую бифуркацию рождения
предельного цикла бифуркацией Андронова–Хопфа.

Условие 𝛼′(0) ̸= 0, однако, не является необходимым для рождения предельного
цикла. Соответствующие примеры приведены в [4].

Пример рождения предельного цикла из центра приведен в [2]. Однако
рассмотренная там система имеет весьма частный вид.

В данной работе рассматриваются системы двух автономных дифференциальных
уравнений

(2) �̇� = 𝑋(𝑥, 𝜇)
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с аналитическими правыми частями, зависящими от малого параметра 𝜇 ∈ (−𝜀, 𝜀).
Здесь 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)

𝑡, 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2)
𝑡.

Нулевое знначение параметра 𝜇 будем называть точкой бифуркации предельного
цикла, если существует положительное число 𝜀, такое, что при всех 𝜇 ∈ (−𝜀, 0) или
при всех 𝜇 ∈ (0, 𝜀) система (2) имеет предельный цикл, стягивающийся в особую
точку 𝑂(0, 0) системы при 𝜇 → 0.

2. Рождение предельного цикла из нелинейного

центра

Будем считать, что выполнены следующие условия:

� 𝑋𝑗(0, 0, 𝜇) = 0 для любого значения 𝜇 ∈ (−𝜀, 𝜀), 𝑗 = 1, 2;

� собственные значения 𝛼(𝜇) ± 𝑖𝛽(𝜇) матрицы линейной части системы (2)
удовлетворяют условию

(3) 𝛼(0) = 0, 𝛼′(0) = 0, 𝛼′′(0) ̸= 0, 𝛽(0) ̸= 0.

Тогда при достаточно малом 𝜀 точка 𝑂 фазовой плоскости является
изолированной особой точкой системы при всех значениях 𝜇 ∈ (−𝜀, 𝜀).

Линейной заменой фазовых переменных и масштабированием времени систему
(2) можно привести к виду

(4)

{︂
�̇�1 = 𝛼(𝜇)𝑥1 − 𝑥2 + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) + 𝜇𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝜇),
�̇�2 = 𝑥1 + 𝛼(𝜇)𝑥2 + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝜇𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝜇),

где разложения в ряды по фазовым переменным функций 𝑓𝑗, 𝑔𝑗 (𝑗 = 1, 2)
начинаются с членов не ниже второй степени.

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

� при 𝜇 = 0 особая точка 𝑂 системы (4) явлется центром;

� разложения функций 𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 0) и 𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 0) в ряды начинаются c членов
третьей степени:

𝑔𝑗(𝑥1, 𝑥2, 0) =
∞∑︁

𝑝+𝑞=3

𝑔𝑗𝑝,𝑞𝑥
𝑝
1𝑥

𝑞
2 𝑔𝑗𝑝,𝑞 ∈ R;

� выполнено неравенство

3(𝑔13,0 + 𝑔20,3) + 𝑔11,2 + 𝑔22,1 ̸= 0.

Тогда нулевое значение параметра 𝜇 является точкой бифуркации предельного
цикла системы (4). Предельный цикл устойчив при 𝛼′′(0) > 0 и неустойчив при
𝛼′′(0) < 0.
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Рис. 1. Бифуркация рождения предельного цикла в системе (6). Фокус при 𝜇 = 0
(слева) и рождающийся из него предельный цикл при 𝜇 < 0 (справа)

3. Рождение предельного цикла из особой точки с

нулевыми собственными значениями

Рассмотрим систему

(5)

{︂
�̇�1 = 𝛼(𝜇)𝑥1 − 𝛽(𝜇)𝑥2 + (𝜉𝑥1 − 𝜂𝑥2)(𝑥

2
1 + 𝑥2

2)
𝑛 + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝜇),

�̇�2 = 𝛽(𝜇)𝑥1 + 𝛼(𝜇)𝑥2 + (𝜉𝑥2 + 𝜂𝑥1)(𝑥
2
1 + 𝑥2

2)
𝑛 + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝜇).

где 𝜉, 𝜂 ∈ R, 𝜉 ̸= 0.

Теорема 2. Пусть для системы (5) выполнены следующие условия:

� 𝛼(0) = 𝛽(0) = 0, 𝛼′(0) ̸= 0;

� разложения в ряды по степеням 𝑥1, 𝑥2 функций 𝑓1, 𝑓2 начинаются с членов
не ниже 2(𝑛 + 1)-ой степени, а функций 𝑔1, 𝑔2 — с членов не ниже второй
степени;

� 𝑔𝑗(𝑥1, 𝑥2, 0) = 0 и
𝜕𝑔𝑗
𝜕𝜇

(𝑥1, 𝑥2, 0) = 0 в некоторой окрестности точки 𝑂(𝑗 = 1, 2);

� при достаточно малом 𝜀 точка 𝑂 фазовой плоскости является изолированной
особой точкой системы при всех значениях 𝜇 ∈ (−𝜀, 𝜀).

Тогда нулевое значение параметра 𝜇 является точкой бифуркации предельного
цикла системы (5).

Пример 1. Система

(6)

{︂
�̇�1 = −𝜇𝑥1 + 𝜇2𝑥2 − (𝑥1 − 2𝑥2)(𝑥

2
1 + 𝑥2

2)− 𝑥4
2,

�̇�2 = −𝜇2𝑥1 − 𝜇𝑥2 − (𝑥2 + 2𝑥1)(𝑥
2
1 + 𝑥2

2) + 𝑥1𝑥
3
2

при нулевом значении 𝜇 имеет особую точку (0, 0) типа «фокус», а при 𝜇 < 0
существует устойчивый предельный цикл 𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝜇 = 0 (см. рис. 1).
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Рис. 2. Траектории собственных значений на комплексной плоскости при
изменении параметра 𝜇: 1) в случае выполнения условий (1) теоремы
Андронова–Хопфа (слева), 2) в случае выполнения условий (3) теоремы 1 (в
центре) и 3) в случае выполнения условий теоремы 2 (справа)

4. Заключение

В работе приведены теоремы о бифуркации рождения предельного цикла из
особых точек типа «фокус» или «центр» в некоторых системах дифференциальных
уравнений, не удовлетворяющих условиям классической теоремы Андронова–Хопфа.
В частности, рассмотрены случаи когда a) спектр матрицы линейного приближения
системы отражается от мнимой оси при 𝜇 = 0, а не пересекает ее, как в классическом
случае и b) спектр пересекает мнимую ось в нуле (см. рис.2).

Исследование поддержано грантом № 23-21-00390 Российского научного фонда.
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