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Аннотация: В работе приводятся результаты исследования плоских периодических 
колебаний системы двух тел, соединенных сферическим шарниром, которая движется по 
эллиптической орбите в гравитационном поле Земли. Движение системы двух тел по 
эллиптической орбите описывается системой дифференциальных уравнений второго 
порядка с периодическими коэффициентами. С использованием методов теории 
возмущений, периодические решения уравнений движения строятся в форме степенных 
рядов по малому параметру. Используя предложенный подход, было показано, что 
движение системы двух тел в плоскости слабо эллиптической орбиты определяются в 
форме периодических колебаний. При построении решений в форме степенных рядов 
широко использовались системы символьных вычислений. 

 

1. Введение 
 

В работе представлены результаты исследования динамики системы двух тел 
(спутник-стабилизатор), соединенных сферическим шарниром, движущейся по 
эллиптической орбите в центральном гравитационном поле в плоскости орбиты. 
Исследование динамики системы двух тел, движущихся по эллиптической орбите, 
представляет практической интерес для создания составных схем гравитационной 
системы ориентации спутников, которые могут функционировать на орбите 
продолжительное время без расходования энергии и рабочего тела. Действие 
стабилизатора на спутник позволяет обеспечить устойчивые ориентации системы двух 
тел и ввести диссипацию в систему. 

Подробное рассмотрение динамики различных типов составных схем спутник-
стабилизатор и гравитационных систем ориентации представлено в [1, 2]. Большой 
цикл работ был посвящен исследованию положений равновесия и динамики двух 
соединённых шарниром тел на круговой орбите в случае, когда сферический шарнир 
расположен на пересечении главных центральных осей инерции спутника и 
стабилизатора и когда сферический шарнир расположен на линии пересечения двух 
плоскостей, образуемых главными центральными осями инерции спутника и 
стабилизатора в [3-7]. На круговой орбите имеют место пространственные колебания 
системы двух связанных тел в окрестности положений равновесия. В работе [8] 
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исследованы собственные колебания системы двух тел и найдены оптимальные по 
скорости параметры системы для ее перехода к равновесию. 

Детальное исследование колебаний спутника (твёрдого тела) в плоскости 
эллиптической орбиты и условий их устойчивости проведено в работе [9]. 
Исследования плоских колебаний системы двух связанных тел на эллиптической 
орбите, проводились лишь для простых случаев, когда центры масс первого и второго 
тел совпадают [10, 11]. 

В данной работе рассматриваются плоские колебания системы двух тел на 
эллиптической орбите в случае, когда сферический шарнир расположен на пересечении 
главных центральных осей инерции первого и второго тела. Применяя методы 
символьных вычислений, с помощью систем компьютерной алгебры удается построить 
периодическое решение задачи в виде степенного ряда по малому параметру. 
 

2. Уравнения движения 
 

Рассмотрим задачу о движении системы двух тел, соединенных сферическим 
шарниром, по эллиптической орбите [1]. Для записи уравнений движения системы двух 
тел введем следующие правые системы координат: ܱܻܼܺ – орбитальная система 
координат; ось ܱܼ направлена вдоль радиуса-вектора, соединяющего центр масс C 
Земли и центр масс O системы двух тел; ось ܱܺ направлена вдоль вектора линейной 
скорости центра масс ܱ, ось ܱܻ совпадает с нормалью к плоскости орбиты. Оси систем 
координат ଵܱݔଵݕଵݖଵ и ܱଶݔଶݕଶݖଶ направлены вдоль главных центральных осей инерции 
спутника и стабилизатора соответственно (рис. 1). Ориентацию системы координат 
௜ܱݔ௜ݕ௜ݖ௜ относительно орбитальной системы координат определим с использованием 

самолетных углов тангажа ߙ௜, рыскания ߚ௜ и крена ߛ௜ [1]. Индекс ݅ ൌ 1	ሺ݅ ൌ 	2ሻ 
относится к телу 1 – спутнику (телу 2, стабилизатору). 
 

 
 

Рис. 1. Основные системы координат. 
 

Пусть ሺܽ௜, ܾ௜, ܿ௜ሻ – координаты сферического шарнира P в связанной с телом 
системе координат ௜ܱݔ௜ݕ௜ݖ௜; ܣ௜, ,௜ܤ  ,௜ – главные центральные моменты инерции телܥ
ܯ ൌ ଶܯଵܯ ሺܯଵ ൅ܯଶ⁄ ሻ; ܯ௜ – масса i-го тела; Рассмотрим случай, когда шарнир 
расположен на пересечении главных центральных осей инерции спутника и 
стабилизатора, тогда ܾଵ ൌ ܾଶ ൌ ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ 0 и движения системы двух тел происходят в 
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плоскости орбиты ߙଵ ് 0, ଶߙ ് 0, ଵߚ ൌ ଶߚ ൌ ଵߛ ൌ ଶߛ ൌ ሶଵߙ ,0 ൌ ଵߙ݀ ⁄ݐ݀ ሶଶߙ , ൌ ଶߙ݀ ⁄ݐ݀ , 
߱–угловая скорость движения центра масс системы двух тел по эллиптической орбите. 
Тогда координаты сферического шарнира в связанных с каждым телом системе 
координат будут иметь значения ሺܽ௜, 0, 0ሻ. В этом случае имеют место выражения для 
кинетической энергии 

(1) 
ܶ ൌ ଵ

ଶ
ሺܤଵ ൅ܽܯଵ

ଶሻሺߙሶଵ ൅ ߱ሻଶ ൅ ଵ

ଶ
ሺܤଶ ൅ ଶܽܯ

ଶሻሺߙሶଶ ൅ ߱ሻଶ െ

െܽܯଵܽଶcosሺߙଵ 	െ ሶଵߙଶሻሺߙ ൅ ߱ሻሺߙሶଶ ൅ ߱ሻ
 

и силовой функции 

(2) 
ܷ ൌ ଷெఓ

ଶఘయ
ሺܽଵsinߙଵ െ ܽଶsinߙଶሻଶ െ

െ ଷఓ

ଶఘయ
ሺሺܣଵ െ ଵߙଵሻsinଶܥ െ ሺܣଶ െ ଶሻߙଶሻsinଶܥ ൅

ெఓ

ఘయ
ܽଵܽଶcosሺߙଵ െ .ଶሻߙ

 

Здесь ߩ радиальное расстояние между центром масс Земли ܥ и центром масс 
системы двух тел ܱ (рис. 1); ߤ ൌ  ;଴ масса Землиܯ ,଴, где ݂ постоянная тяготенияܯ݂
߱ ൌ ߴ݀ ⁄ݐ݀ ൌ ߱଴ሺ1 ൅ ݁cosߴሻଶ; ߤ ⁄ଷߩ ൌ ߱଴

ଶሺ1 ൅ ݁cosߴሻଷ; ߴ истинная аномалия и ݁ 
эксцентриситет орбиты. На круговой орбите ߱ ൌ ߱଴, ߤ ⁄ଷߩ ൌ ߱଴

ଶ, ߴ ൌ ߱଴ݐ. 
Используя выражения для кинетической энергии (1) и силовой функции (2), 

определяющей действие гравитационного поля Земли на систему двух тел, уравнения 
движения этой системы можно записать в форме уравнений Лагранжа второго рода, 
используя возможности символьного дифференцирования в виде системы 
дифференциальных уравнений второго порядка по переменным ߙଵ,  ଶ [1]ߙ

(3) 

ሺܤଵ ൅ ଵܽܯ
ଶሻߙሷଵ െ ଵߙଵܽଶcosሺܽܯ െ ሷଶߙଶሻߙ െ

െ	ܽܯଵܽଶሺሺߙሶଶ ൅ ߱ሻଶ െ ߤ ⁄ଷߩ ሻsinሺߙଵ െ ଶሻߙ
൅3	 ߤ ⁄ଷߩ ሺሺሺܣଵ െ ଵሻܥ െ ଵܽܯ

ଶሻsinߙଵ ൅ ଵߙ	ଶሻcosߙsin	ܽଶ	ଵܽܯ ൅
൅ሺሺܤଵ ൅ ଵܽܯ

ଶሻ െ ଵߙܽଶcosሺ	ଵܽܯ െ ଶሻሻߙ ሶ߱ ൌ 0,
െܽܯଵܽଶcosሺߙଵ െ ሷଵߙଶሻߙ ൅ ሺܤଶ ൅ ଶܽܯ

ଶሻߙሷଶ ൅
൅ܽܯଵܽଶሺሺߙሶଵ ൅ ߱ሻଶ െ ߤ ⁄ଷߩ ሻsinሺߙଵ െ ଶሻߙ ൅
൅3ߤ ⁄ଷߩ ሺ	ሺ	ሺܣଶ െ ଶሻܥ െܽܯଶ

ଶሻsinߙଶ ൅ ଶߙ	cos	ଵሻߙܽଶsin	ଵܽܯ 	൅
൅ሺሺܤଶ ൅ ଶܽܯ

ଶሻ െ ଵߙܽଶcosሺ	ଵܽܯ െ ଶሻሻߙ ሶ߱ 	ൌ 0,

 

определяющие колебания системы в плоскости эллиптической орбиты. В уравнениях 
(3) точкой обозначено дифференцирование по времени ݐ. 

На эллиптической орбите нулевого положения равновесия ሺߙଵ ൌ ଶߙ ൌ ଵߚ	 ൌ ଶߚ ൌ
ଵߛ ൌ ଶߛ ൌ 0ሻ системы не существует из-за неравномерности вращения радиуса-вектора, 
соединяющего центры масс Земли и системы двух тел. Это положение равновесия, 
которое имеет место на круговой орбите переходит в периодические 
эксцентриситетные колебания в плоскости орбиты при ߚଵ ൌ ଶߚ ൌ ଵߛ ൌ ଶߛ ൌ 0. 
Эксцентриситетные колебания представляют собой частное периодическое решение 
системы уравнений (3). Легко видеть, что системе (3) удовлетворяет стационарное 
решение 
ଵߙ (4) 	ൌ ଶߙ ൌ 0. 

Целью настоящей работы является вычисление периодического решения системы 
уравнений (3) в форме степенных рядов по малому параметру эксцентриситета ݁ 
ሺ݁ ≪ 1ሻ в окрестности стационарного решения (4) с использование процедур 
символьных вычислений степенных рядов. 
 

3. Периодические решения 
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При проведении расчетов будем предполагать, что колебания малы и тогда 
проведем замену синуса и косинуса в (3) их разложением в степенной ряд. Проведя 
замену ݀ݐ ൌ ߴ݀ ߱଴ሺ1 ൅ ݁cosߴ⁄ ሻଶ и упрощая тригонометрические выражения, перейдем 
в уравнениях (3) от переменной ݐ к новой независимой переменной ߴ в следующем 
виде: 

(5) 

െሺ1 ൅ ݁cosߴሻߙ′′ଶ ൅ ߴଶsin′ߙ2݁ ൅ 3ሺܣଵ െ ଵܥ െ ଵܽܯ
ଶሻ ܽଶ	ଵܽܯ ൅ 4ሻ⁄ ൅

൅ሺሺ1 ൅ ݁cosߴሻߙ′′ଵ െ ଵܤሻሺߴଵsin′ߙ2݁ ൅ ଵܽܯ
ଶሻ ⁄ܽଶ	ଵܽܯ െ

െ݁ሺ1 ൅ ݁cosߴሻሺߙ′ଶ ൅ 1ሻଶ ൅ ݁ሺ2sinߴሺ1 െ ሺܤଵ ൅ ଵܽܯ
ଶሻ ⁄ܽଶሻ	ଵܽܯ ൌ 0,

െሺ1 ൅ ݁cosߴሻߙ′′ଵ ൅ ߴଵsin′ߙ2݁ ൅ 3ሺܣଶ െ ଶܥ െ ଶܽܯ
ଶሻ ܽଶ	ଵܽܯ ൅ 2ሻ⁄ ൅

൅ሺሺ1 ൅ ݁cosߴሻߙ′′ଶ െ ଶܤሻሺߴଶsin′ߙ2݁ ൅ ଶܽܯ
ଶሻ ⁄ܽଶ	ଵܽܯ ൅

൅݁ሺ1 ൅ ݁cosߴሻሺߙ′ଵ ൅ 1ሻଶ ൅ ݁ሺ2sinߴሺ1 െ ሺܤଶ ൅ ଶܽܯ
ଶሻ ⁄ܽଶሻ	ଵܽܯ ൌ 0.

 

Символ штрих в (5) означает дифференцирование по переменной ߴ. Нетрудно 
убедиться, что общего аналитического решения нелинейной системы (5) не существует. 
Для поиска решений системы (5) будем использовать методы теории возмущений [12] 
и алгоритмы символьных вычислений степенных рядов, предложенные в работах [13] и 
[14]. Периодическое решение, определяющее эксцентриситетные колебания системы 
двух соединенных тел, будем искать в виде разложения в ряд по степеням малого 
параметра ݁ሺ݁ ≪ 1ሻ: 
ሻߴଵሺߙ (6) ൌ ଵߙ݁

ሺଵሻሺߴሻ ൅ ݁ଶߙଵ
ሺଶሻሺߴሻ൅. . . , ሻߴଶሺߙ ൌ ଶߙ݁

ሺଵሻሺߴሻ ൅ ݁ଶߙଶ
ሺଶሻሺߴሻ൅. . .. 

Вычисление решений ߙଵሺߴሻ и ߙଶሺߴሻ в (6) производилось с использованием алгоритмов, 
предложенных в работах [13] и [14], которое потребовало проведение очень 
громоздких символьных вычислений. 

Подставляя выражения (6) в (5) и собирая коэффициенты при равных степенях ݁, 
получим набор систем линейных дифференциальных уравнений, которые будем решать 
последовательно. Например, используя в (6) только первые линейные элементы, 
получим соответствующие периодические решения в виде 

ଵߙ (7)
ሺଵሻሺߴሻ ൌ തܽଵsinߴ ൅ തܾ

ଵcosߙ  ,ߴଶ
ሺଵሻሺߴሻ ൌ തܽଶsinߴ ൅ തܾ

ଶcosߴ. 
Здесь коэффициенты തܽଵ, തܾଵ, തܽଶ, തܾଶ определяются из линейной системы алгебраических 
уравнений. Выражения для квадратов амплитуд вынужденных колебаний спутника и 
стабилизатора имеют вид 

(8) ܴଵ
ଶ ൌ ሺ തܽଵ

ଶ ൅ തܾ
ଵ
ଶሻ݁ଶ ൌ 4 ௘మ௕మ

ௗమ
, ܴଶ

ଶ ൌ ሺ തܽଶ
ଶ ൅ തܾ

ଶ
ଶሻ݁ଶ ൌ 4 ௘మ௕തమ

ௗమ
, 

(9) 

ܾ ൌ ሺܤଵ ൅ ଵሺܽଵܽܯ െ ܽଶሻሻሺ3ܣଶ െ ଶܥ3 െ ଶሻܤ െ ଶܤଶሺܽଵܽܯ4 ൅ ܽଶܤଵሻ,
തܾ ൌ ሺܤଶ ൅ܽܯଶሺܽଵ െ ܽଶሻሻሺ3ܣଵ െ ଵܥ3 െ ଵሻܤ െ ଶܤଵሺܽଵܽܯ4 ൅ ܽଶܤଵሻ,
݀ ൌ ሺ3ܣଵ െ ଵܥ3 െ ଶܣଵሻሺ3ܤ െ ଶܥ3 െ ଶሻܤ െ ଵܽܯ4

ଶሺ3ܣଶ െ ଶܥ3 െ ଶሻܤ െ
െ4ܽܯଶ

ଶሺ3ܣଵ െ ଵܥ3 െ .ଵሻܤ

 

В выражениях (7)-(9) представлено первое приближение плоских периодических 
решений системы двух тел, связанных сферическим шарниром, которая движется по 
слабо эллиптической орбите. 
 

4. Заключение 
 

В настоящем докладе было рассмотрено линейное приближение плоских 
периодических решений системы двух тел, связанных сферическим шарниром, которая 
движется по слабо эллиптической орбите. Все вычисления в данной работе были 
выполнены с использованием системы символьных преобразований. На следующем 
этапе планируется получить квадратичные и кубические приближения периодических 
решений, которые потребуют очень сложных и громоздких символьных вычислений. 
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