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Аннотация: Мы находим представления Лакса для уравнения Эйлера движения
невязкой несжимаемой жидкости на сфере и доказываем, что параметр, входящий
в одно из этих представлений, является неустранимым. Кроме того мы находим
законы сохранения, соответствующие косимметриям, зависящим от джетов второго
порядка.

1. Введение

Геофизические процессы, такие как атмосферные циркуляции и океанские
течения, описываются нелинейными уравнениями гидродинамики, изучение
которых позволяет лучше понимать природу климатических изменений, а
также предсказывать разрушительные стихийные явления (ураганы, тайфуны,
и т.д.). Уравнение Эйлера движения невязкой несжимаемой жидкости на
вращающейся сфере представляет собой одну из основных моделей геофизической
гидродинамики [3, 13] и является темой многочисленных исследований, см.
например [15]. Среди публикаций, посвященных изучению свойств уравнения
Эйлера в сферической геометрии, отметим статьи [2, 4], в которых методы
группового анализа были использованы для нахождения его точных решений. C
помощью указанной в статье [14] замены координат уравнение Эйлера движения
невязкой несжимаемой жидкости на вращающейся сфере может быть приведено к
виду

(1) ∆(𝑢𝑡) = [𝑢,∆(𝑢)],

где ∆(𝑎) = ((1−𝑥2) 𝑎𝑥)𝑥+(1−𝑥2)−1 𝑎𝑦𝑦, [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑥𝑏𝑦−𝑎𝑦𝑏𝑥 для произвольных функций
𝑎 = 𝑎(𝑡, 𝑥, 𝑦) и 𝑏 = 𝑏(𝑡, 𝑥, 𝑦). В данной статье мы находим два представления Лакса для
уравнения (1), одно из которых содержит неустранимый спектральный параметр, и
доказываем тем самым интегрируемость этого уравнения. Эти представления Лакса
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обобщают результаты статей [9,10,12]. Кроме того мы находим все законы сохранения
уравнения (1), соответствующие косимметриям порядка не более второго.

В данной статье находим два представления Лакса для уравнения (1), одно из
которых содержит неустранимый спектральный параметр, и доказываем тем самым
интегрируемость этого уравнения. Эти представления Лакса обобщают результаты
статей [9, 10, 12]. Кроме того мы находим все законы сохранения уравнения (1),
соответствующие косимметриям порядка не более второго.

2. Представления Лакса

Основные результаты статей [9, 10, 12] допускают следующее обобщение для
уравнения (1):

Теорема 1. Уравнения

(2)

{︃
𝑞𝑡 = [𝑢, 𝑞] + E(𝑢),

[∆(𝑢), 𝑞] = 𝜆− E(∆(𝑢))

и уравнения

(3)

{︃
𝑞𝑡 = [𝑢, 𝑞],

[∆(𝑢), 𝑞] = 1,

где E(𝑎) = 2 𝑎 − 𝑥 𝑎𝑥 − 𝑦 𝑎𝑦 и 𝜆 = const, задают два представления Лакса

для уравнения (1). Параметр 𝜆 в системе (2) является неустранимымы, то

есть дифференциальные накрытия, определенные системой (2) с различными

постоянными значениями 𝜆, неэквивалентны.

Доказательство теоремы 1. Непосредственные вычисления показывают, что
системы (2) и (3) совместны тогда и только тогда, когда выполнено уравнение (1).
Симметрия𝑊 = 𝑡 𝜕𝑡−𝑢 𝜕𝑢 уравнения (1) не допускает подъема до симметрии системы
(2). Продолжение диффеоморфизма exp(𝜀𝑊 ) на расслоение 𝐽3(𝜋) джетов третьего
порядка сечений расслоения 𝜋 : R7 → R3, 𝜋 : (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝑞) ↦→ (𝑡, 𝑥, 𝑦), отображает
систему (2) с 𝜆 = 1 на эту же систему с 𝜆 = e𝜀. В соответствии с [8, §§ 3.2,
3.6], ср. [5, 6, 11], системы (2) с различными постоянными значениями 𝜆 являются
неэквивалентными.

3. Законы сохранения

Косимметрии уравнения (1) являются решениями уравнения

𝐷𝑡(̂︀∆(𝜓))− ̂︀𝐽(𝑢, ̂︀∆(𝜓))− 4𝑥𝐷𝑡𝐷𝑥(𝜓)−
2 (2𝑥𝑢𝑦 − (1− 𝑥2)𝑢𝑥𝑦)

1− 𝑥2
̂︀∆(𝜓)

+
2 (3𝑥2 − 1)

1− 𝑥2
𝐷𝑡(𝜓)− 2

(︂
∆𝑢− 2𝑢𝑦𝑦

1− 𝑥2

)︂ (︂
𝐷𝑥𝐷𝑦(𝜓)−

𝑥

1− 𝑥2
𝐷𝑦(𝜓)

)︂

(4) − 4𝑢𝑥𝑦
1− 𝑥2

𝐷2
𝑦(𝜓)− 4 (𝑥𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦)𝐷𝑥(𝜓)−

4 ((1− 𝑥2)𝑢𝑥𝑦 − 𝑥𝑢𝑦)

1− 𝑥2
𝜓 = 0.
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Это уравнение является сопряженным к линеаризации уравнения (1), см.

[7, 8]. В уравнении (4) использованы обозначения ̂︀∆(𝜓) = 𝐷2
𝑥(𝜓) + 𝐷2

𝑦(𝜓) и̂︀𝐽(𝑢, ̂︀∆(𝜓)) = 𝑢𝑥𝐷𝑦(̂︀∆(𝜓))−𝑢𝑦𝐷𝑥(̂︀∆(𝜓)). Непосредственные вычисления показывают,
что пространство решений 𝜓 ∈ 𝐶∞(𝐽2(𝜋)) системы (4) бесконечномерно:

Теорема 2. Решения 𝜓 ∈ 𝐶∞(𝐽2(𝜋)) уравнения (4) являются линейными

комбинациями с постоянными коэффициентами косимметрий

𝜓1 =
𝑥

1− 𝑥2
, 𝜓2 =

𝑢

1− 𝑥2
, 𝜓3 =

cos 𝑦√
1− 𝑥2

, 𝜓4 =
sin 𝑦√
1− 𝑥2

,

и косимметрий

𝜓5 =
𝐴(𝑡)

1− 𝑥2
, 𝜓6 =

𝐵(∆𝑢)

1− 𝑥2
,

где 𝐴 и 𝐵 суть произвольные гладкие функции своих аргументов.

Я выражаю мою искреннюю благодарность И.С. Красильщику за очень важные
обсуждения. Вычисления были выполнены с использованием пакета Jets, [1].
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