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Аннотация: Рассматривается задача определения условий проведения планирования 
эксперимента, при котором значение показателя качества процессов в линейной 
многомерной системе точно совпадает с эллипсоидным показателем качества, 
полученным с использованием аппарата эллипсоидного оценивания в форме мажорант и 
минорант. Аппарат позволяет решить задачу переноса основных показателей качества, 
разработанных в теории одномерных систем, на случай многомерных, обеспечивая 
наглядную их геометрическую интерпретируемость. Для решения поставленной задачи 
используются свойства компонентов сингулярного (SVD) разложения) матриц. 

 

1. Введение. Постановка задачи  
 
Многомерная система, как всякое техническое устройство, имеет две фазы 

существования: разработки и эксплуатации. На стыке этих фаз существует процедура 
предъявления разработанной системы заказчику в соответствие с некоторой 
программой испытаний и проверки ее по значениям основных показателей качества. 
Для многомерной системы предлагается использовать эллипсоидные показатели 
качества [1-4], которые не являются непосредственно измеряемыми стандартной 
аппаратурой, в связи с чем возникает необходимость организации планирования 
эксперимента, ставящей своей целью экспериментальное оценивание эллипсоидных 
показателей качества систем, имеющих наглядную геометрическую 
интерпретируемость. 



91 

XIV ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ 
ВСПУ-2024 

Москва 17-20 июня 2024 г. 

 

2. Конструирование эллипсоидных показателей качества 
 

Рассматривается линейная многомерная непрерывная система 

ሶݔ (1) ሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔܨ  ;ሻݐሺ݃ܩ ሺ0ሻݔ	 ൌ ;0ݔ ሻݐሺݕ	 ൌ   ;ሻݐሺݔܥ

где x(t) – вектор состояния, y(t) – вектор выхода, ߝሺݐሻ ൌ ݃ሺݐሻ െ ሻݐሺݕ െ	ошибка по 
выходу, ݃ሺݐሻ – экзогенное конечномерное воздействие, ݔ ∈ ܴ; ݃, ݕ ∈ ܴ; ܨ ∈ ܴൈ, 
,ܩ ்ܥ ∈ ܴൈ, где ܩ ,ܨ,  соответственно, матрицы состояния, входа и выхода – ܥ
системы (1).  

Идеология эллипсоидного оценивания [1-4] основана на сведении проблемной 
задачи к линейному виду  
ሺ߬ሻߢ (2) ൌ Пሺݐሻ߯ሺ߬ሻ, ∀߬, ߬ ൌ ,ݐ ݇, ߱ 
где ߢ ∈ ܴఘ, ߯ ∈ ܴఔ; 	П ∈ ܴఘൈఔ െ критериальная матрица,  может принимать смысл 
непрерывного времени t в случае исследования непрерывных многомерных 
управляемых процессов и смысл дискретного времени k, выраженного в числе 
интервалов дискретности длительностью Δݐ так, что непрерывное время ݐ и дискретное 
k связаны соотношением t=(t)k в случае исследования дискретных многомерных 
управляемых процессов, ߱ – частота источника внешнего гармонического воздействия. 

Матрица Πሺ߬ሻ в (2) имеет в силу сингулярного разложения [5,6] представление 
(3) Пሺ߬ሻ ൌ ܷሺ߬ሻΣሺ߬ሻ்ܸሺ߬ሻ 
где Σሺ߬ሻ	диагональная матрица, имеющая на главной диагонали сингулярные числа 
матрицы Пሺ߬ሻ, ܷሺ߬ሻ – ортогональная ሺߩ ൈ  матрица, столбцы которой образуют	ሻߩ
левый сингулярный базис матрицы	 Пሺ߬ሻ,	 ܸሺ߬ሻ	 – ортогональная ሺߥ ൈ  ,матрица	ሻߥ
столбцы которой образуют правый сингулярный базис матрицы	 Пሺ߬ሻ. Если в (3) 
перейти к евклидовым векторным нормам, то становятся справедливыми оценочные 
неравенства 
ሺ߬ሻ݉ߙ  (4)  ‖ሺ߬ሻߢ‖ ‖߯ሺ߬ሻ‖⁄    ,߬∀,ሺ߬ሻܯߙ
где ߙሺ߬ሻ,  ఈሼПሺ߬ሻሽߪ – экстремальные элементы алгебраического спектра	ெሺ߬ሻߙ
сингулярных чисел матрицы Пሺ߬ሻ, используются для вычисления эллипсоидных 
показателей качества процессов в линейных многомерных системах. 

В зависимости от постановки задачи могут быть получены эллипсоидные 
показатели качества процессов как переходных функций, так и в задачах слежения при 
конечномерных воздействиях. Конструкции получаемых для таких задач 
критериальных матриц приведены в [1-4].  

В данной работе ограничимся рассмотрением эллипсоидных оценок переходных 
функций. В этом случае критериальные матрицы для вычисления эллипсоидных оценок 
переходных функций по состоянию x(t) и выходу y(t) имеют вид 
(5) Пݔሺݐሻ ൌ ሻݐܨሺݔሺ݁	െ1ܨ െ ሻݐሺݕП	;ܩሻܫ ൌ Cܨെ1	ሺ݁ݔሺݐܨሻ െ  .	ܩሻܫ

Получаемые при этом эллипсоидные миноранты и мажоранты переходных 
функций позволяют определить в форме миноранты и мажоранты оценки таких 
прямых показателей качества, как время переходного процесса и перерегулирование. 
 

3. SVD-планирования эксперимента оценивания 
эллипсоидных оценок переходных функций 

 
Матрица П применительно к показателям изучаемой характеристики процессов 

получает свою реализацию. При этом в силу свойств компонентов сингулярного 
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разложения обнаруживается возможность проведения эксперимента, связанного с 
эллипсоидными показателями качества многомерных процессов и обладающего 
свойством минимизации объема эксперимента. В силу использования SVD-подхода, 
способ носит название SVD-планирования эксперимента. 

В задаче планирования эксперимента матрица П имеет смысл матрицы плана [7], ߢ 
– вектора откликов, (функций цели, параметров оптимизации), ߯ – вектора факторов. 
При постановке эксперимента одной из внутренних задач проведения эксперимента 
является минимизация объема эксперимента, которая в традиционной постановке 
переводит задачу из полного факторного эксперимента (ПФЭ) в дробный факторный 
эксперимент [7]. Сингулярное разложение матрицы П обнаруживает возможность 
такого рода, если содержательная постановка задачи позволяет ограничиться 
мажорантой и минорантой вектора откликов ߢ. Если воспользоваться SVD-процедурой, 
то для матрицы плана Π можно записать представление (3), которое, с учетом 
диагональной структуры матрицы Σሺ߬ሻ, имеет столбцовую форму записи вида  
ሺ߬ሻܷሺ߬ሻ݅ߙ (6) ൌ Пሺ߬ሻܸ݅ሺ߬ሻ, i ൌ 1,  തതതതതߥ
где ߙሺ߬ሻ	– i-й элемент алгебраического спектра сингулярных чисел матрицы Пሺ߬ሻ, 
ሺ∘ሻ െ	i-й столбец матрицы ሺ∘ሻ, при этом векторная евклидова норма ‖ሺ∘ሻ‖ ൌ 1. 

Если в алгебраическом спектре сингулярных чисел и геометрических спектрах 
 ሼܷሺ߬ሻሽሺ߬ሻ и ܸሺ߬ሻ левых и правых сингулярных базисов матрицы Пሺ߬ሻܮ ሼܷெሺ߬ሻሽ иܮ
выделить тройки ሼܷெሺ߬ሻ, ,ெሺ߬ሻߙ ெܸሺ߬ሻሽ и ሼܷሺ߬ሻ, ,ሺ߬ሻߙ ܸሺ߬ሻሽ, где ߙெሺ߬ሻ, ሺ߬ሻߙ െ
	максимальное и минимальное сингулярные числа Пሺ߬ሻ	для ∀ݐ	соответственно, 
ሼܷெሺ߬ሻ, ெܸሺ߬ሻሽ	и ሼܷሺ߬ሻ, ܸሺ߬ሻሽ	согласованные с ними элементы левого и правого 
сингулярных базисов, тогда сфера ‖߯ሺ߬ሻ‖ ൌ  ,в силу (2) отображается в эллипсоид ݔ݂݅
максимальные и минимальные полуоси которого принадлежат линейным оболочкам 
 ‖ெሺ߬ሻ‖߯ሺ߬ሻߙ ሼܷሺ߬ሻሽ, причем длины этих полуосей соответственно равныܮ ሼܷெሺ߬ሻሽ иܮ
и ߙሺ߬ሻ‖߯ሺ߬ሻ‖, векторы в ܴఔ, отображающиеся в ܮሼܷெሺ߬ሻሽ и ܮሼܷሺ߬ሻሽ, принадлежат 
линейным оболочкам ܮሼ ெܸሺ߬ሻሽ и ܮሼ ܸሺ߬ሻሽ соответственно. 

Соотношение (6) совпадает с исходной линейной задачей (2), причем пространство 
столбцов матрицы левого сингулярного базиса ܷெሺ߬ሻ соответствует пространству 
откликов ߢ, а пространство столбцов матрицы правого сингулярного базиса ܸ 
соответствует пространству факторов	 ߯. Знание пар ሼܷெሺ߬ሻ, ,ெሺ߬ሻሽ и ሼܷሺ߬ሻߙ  ሺ߬ሻሽߙ
позволяет построить SVD-план проведения эксперимента, который ограничивается 
двумя ситуациями, задаваемыми согласованными с ߙெሺ߬ሻ, ߙሺ߬ሻ-правыми векторами 
ெܸሺ߬ሻ	и ܸሺ߬ሻ в пространстве переменной ߢሺ߬ሻ. 

Таким образом, дадим следующее определение SVD-планирования эксперимента: 
Определение. Дробный факторный эксперимент (ДФЭ), состоящий в изучении 

подпространства левого и правого сингулярного базисов ܷ и ܸ в сингулярном 
разложении матрицы плана П будем называть SVD-планированием эксперимента 
(SVD-ПЭ). 

Тройки ሼܷெሺ߬ሻ, ,ெሺ߬ሻߙ ெܸሺ߬ሻሽ и ሼܷሺ߬ሻ, ,ሺ߬ሻߙ ܸሺ߬ሻሽ в сочетании с 
представлением (2) в евклидовых векторных нормах задают соответственно точную 
верхнюю и нижнюю границы, на которых скалярные неравенства в (4) обращаются в 
равенства, что позволяет определить условия, при которых значение показателя 
качества точно совпадает с эллипсоидным показателем. 

Проблемная ориентация задачи SVD-ПЭ проявляется в конкретной конструкции 
матрицы плана П. В зависимости от проблемной задачи можно выделить две 
постановки задачи SVD-ПЭ в задаче эллипсоидного оценивания 

Первая постановка определяется тем, что вектор ߯ ൌ ߯ሺ߬ሻ	в (2) параметризован 
параметром ߬ согласованно с вектором	  ሺ߬ሻ. Тогда при проведении SVD-ПЭ дляߢ
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каждого значения параметра ߬ в пространстве переменной ߢሺ߬ሻ определяются векторы 
ெܸሺ߬ሻ и ܸሺ߬ሻ, решающие задачу планирования эксперимента. 

Во второй постановке вектор ߯	имеет стационаризированную форму	 ߯ ൌ ߯ሺ0ሻ. 
Тогда при проведении SVD-ПЭ для каждого значения параметра ߬ в пространстве 
переменной ߢሺ߬ሻ. определяются псевдостационарные векторы ெܸሺ߬ሻ и ܸሺ߬ሻ, 
порождающие максимальный и минимальный отклики. 

Пример. Интерпретацию SVD-ПЭ можно привести на примере эллипсоидных 
оценок качества переходных процессов в фотоэлектрической следящей системе 
(ФЭСС) состоящей из двух двухканальных подсистем. Между подсистемами 
существует связь, так что ошибка первой ФЭСС является входом второй. Сепаратные 
каналы подсистем спроектированы так, что их матрицы состояния характеризуются 
распределением мод Баттерворта второго порядка с характеристическими частотами 
߱ଵ ൌ 714	ܿିଵ, ߱ଶ ൌ 714	ܿିଵ, ߱ଷ ൌ 120	ܿିଵ и ߱ସ ൌ 120	ܿିଵ, доставляющим каналам 
длительности переходных процессов ݐпଵ ൌ 0.063	сек., ݐпଶ ൌ 0.063	сек., ݐпଷ ൌ
0.0375	сек., ݐпସ ൌ 0.0375	сек. соответственно. 

Модель (1) агрегированной системы характеризуется матрицами 

 

  
На рис. 1 а) приведены соответственно кривые эллипсоидных мажорант и 

минорант переходных функций в агрегированной системе.  
Матрица плана имеет вид П௬ሺݐሻв соотношении (5). Анализ показывает, что в 

пространстве факторов переменной ߯ ൌ ݃ሺ0ሻ	фиксированной нормы можно выделить 
две секторные области, приведенные в двумерном представлении на рис. 1 б), 
порождающие мажоранту в случае рис.1, в) и рис.1, г) – миноранту вектора откликов 
 .(y(t) переходных функций многомерной системы, представленных на рис.1 а=ߢ
Значения ெܸሺ߬ሻ, ܸሺ߬ሻ и соответствующие им отклики ݄ெሺݐሻܷெሺ߬ሻ 
и	݄ሺݐሻܷሺ߬ሻ	поэлементно представлены в графической форме на рис.1 в) и рис. 1 г). 
Временное сечение представленных кривых позволяет в пространстве факторов 
߯ ൌ ݃ሺ0ሻ	отыскать векторы порождающие мажоранту и миноранту рис.1 а) вектора 
откликов ߢ=y(t) в данный момент времени ݐ. На рис. 2 представлена поверхность 
откликов ߢ=y(t) для ‖݃ሺ0ሻ‖ ൌ 1	и отмечены положения векторов ݄ெሺݐሻܷெሺ߬ሻ	и 
݄ሺݐሻܷሺ߬ሻ через интервал времени ∆ݐ ൌ 0,0001	сек., наглядно иллюстрирующая 
справедливость возможностей SVD-планирования эксперимента. 

;
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Рис. 1. 

	
Рис. 2. 

 

4. Заключение 
 

Аппарат эллипсоидного оценивания в форме мажорант и минорант позволяет 
решить задачу переноса основных показателей качества, разработанных в теории 
одномерных систем, на случай многомерных, обеспечивая наглядную их 
геометрическую интерпретируемость. 

Использование свойств компонентов сингулярного разложения позволило 
определить условия проведения SVD–планирования эксперимента, при которых 
значение показателя качества точно совпадает с эллипсоидным показателем. 
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