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Аннотация: В работе для нелинейного уравнения в частных производных
второго порядка решена задача Коши. Для уравнения, описывающего глубокую
фильтрацию суспензии в пористой среде, построено точное многозначное
решение. Суть метода состоит в использовании свойств характеристических
распределений, соответствующих исходному уравнению. Первая производная одного
из распределений является вполне интегрируемой, а другая – нет. Кривая
Коши выбирается так, чтобы она лежала на распределении Картана. Строится
поверхность решения, путем продолжения найденной кривой.

1. Введение

Рассмотрим нелинейное гиперболическое уравнение в частных производных
второго порядка

(1) 𝑢𝑞1𝑞2 = ℎ(𝑢𝑞2)𝑢𝑞1 ,

где 𝑢(𝑞1, 𝑞2) – неизвестная функция, нижние индексы означают взятие частных
производных по переменным 𝑞1, 𝑞2. Данное уравнение возникает в теории сплошных
сред и описывает глубокую фильтрацию суспензии в пористом слое. Методами
контактной линеаризации удалось построить решение уравнения (1) для случая
линейной фунции ℎ [1]. В этом случае обе вторых производных характеристических
распределения являются вполне интегрируемыми и уравнение контактным
преобразованием приводится к волновому, которое может быть проинтегрировано.

Данная работа посвящена решению задачи Коши уравнения (1) для
произвольной функции ℎ методами геометрии нелинейных дифференциальных
уравнений.
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2. Геометрия исходной задачи

Рассмотрим пространство 1-джетов 𝐽1R2 с двумя независимыми переменными
𝑞1, 𝑞2, пусть 𝑞1, 𝑞2, 𝑢, 𝑝1, 𝑝2 – канонические координаты [2]. В этом пространстве задана
форма Картана

κ = 𝑑𝑢− 𝑝1𝑑𝑡− 𝑝2𝑑𝑥,

которая определяет контактную структуру на 𝐽1 (так называемое распределение
Картана)

𝒞 : 𝐽1 ∋ 𝑎 ↦→ 𝒞(𝑎) := kerκ𝑎 ⊂ 𝑇𝑎𝐽
1.

Двумерная поверхность в пространстве 1-джетов

Γ1
𝑢 =

{︂
𝑢 = 𝑢(𝑞1, 𝑞2), 𝑝1 =

𝜕𝑢(𝑞1, 𝑞2)

𝜕𝑞1
, 𝑝2 =

𝜕𝑢(𝑞1, 𝑞2)

𝜕𝑞2

}︂
⊂ 𝐽1R2

называется 1-графиком функциии 𝑢(𝑞1, 𝑞2). Исходному уравнению (1) в пространстве
1-джетов отвечает эффективная дифференциальная 2-форма

𝜔 = 2ℎ(𝑢𝑞2)𝑢𝑞1𝑑𝑞1 ∧ 𝑑𝑞2 − 𝑑𝑞1 ∧ 𝑑𝑢𝑞1 + 𝑑𝑞2 ∧ 𝑑𝑢𝑞2 .

Ограничивая 2-форму 𝜔 на двумерную поверхность Γ1
𝑢 и приравнивая его в нулю

𝜔|Γ1
𝑢
= 0,

получим уравнение (1). Следовательно, поверхность Γ1
𝑢 – решение уравнения (1).

Введем симплектическую структуру Ω ∈ Ω2(𝒞):

Ω = 𝑑κ|𝒞

Определим линейный оператор 𝐴𝜔 : 𝐷(𝒞) → 𝐷(𝒞), который действует по следующему
правилу:

𝐴𝜔𝑋⌋Ω = 𝑋 ⌋𝜔,

где 𝐷(𝒞) – модуль векторных полей продолженных на распределении Картана 𝒞.
Оператор 𝐴𝜔 имеет матричное представление

𝐴𝜔 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0 0
0 1 0 0
0 2𝑝1ℎ(𝑝2) −1 0

−2𝑝1ℎ(𝑝2) 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ ,

тут квадрат матрицы скалярен det𝐴2
𝜔 = 1, а собственные значение

равны ±1. Собственные подпространства оператора 𝐴𝜔 образуют два 2-мерных
характеристических распределения:

(2) 𝐶− =

{︂
𝑋− =

𝜕

𝜕𝑝1
, 𝑌− =

𝜕

𝜕𝑞1
+ 𝑝1

𝜕

𝜕𝑢
+ ℎ(𝑝2)𝑝1

𝜕

𝜕𝑝2

}︂
,

𝐶+ =

{︂
𝑋+ =

𝜕

𝜕𝑝2
, 𝑌+ =

𝜕

𝜕𝑞2
+ 𝑝2

𝜕

𝜕𝑢
+ ℎ(𝑝2)𝑝1

𝜕

𝜕𝑝1

}︂
.
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Векторные поля 𝑋±, 𝑌± образуют базис модуля 𝐷(𝒞±). Первые производные

распределений из (2) имеют вид 𝐶
(1)
± = 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑋±, 𝑌±, [𝑋±, 𝑌±]|𝑋±, 𝑌± ∈ 𝐷(𝐶±)).

Коммутаторы векторных полей равны

[𝑋−, 𝑌−] = − 𝜕

𝜕𝑢
− ℎ(𝑝2)

𝜕

𝜕𝑝2
, [𝑋+, 𝑌+] = − 𝜕

𝜕𝑢
− ℎ′(𝑝2)𝑝1

𝜕

𝜕𝑝1
.

Распределение 𝐶
(1)
− вполне интегрируемо, а 𝐶

(1)
+ – нет. Мы можем говорить об (−)-

интегрируемости дифференциальной 2-формы 𝜔. Первые интегралы распределения
𝐶

(1)
− имеют вид

𝐻1 = 𝑞2, 𝐻2 = 𝑢−
∫︁

𝑑𝑝2
ℎ(𝑝2)

.

3. Решение задачи Коши

Пусть 𝒦 ⊂ 𝐽1R2 – кривая Коши, тогда для любой точки 𝑎 ∈ 𝒦 будут выполняться
условия

(3) 𝑇𝑎𝒦 ̸⊂ 𝐶±(𝑎), κ|𝐿 = 0
𝒦⊂𝐿−−−→ κ|𝒦 = 0,

тут L – многозначное решение задачи Коши уравнения (1) [3].
Зададим кривую Коши в параметрическом виде:

𝒦 = {𝑞1 = 𝑄1(𝑠), 𝑞2 = 𝑄2(𝑠), 𝑢 = 𝑈(𝑠), 𝑝1 = 𝑃1(𝑠), 𝑝2 = 𝑃2(𝑠)},

касатальная к кривой в векторном виде

𝑉⃗𝒦 = {𝑄̇1(𝑠), 𝑄̇2(𝑠), 𝑈̇(𝑠), 𝑃̇1(𝑠), 𝑃̇2(𝑠)} =

= 𝑄̇1
𝜕

𝜕𝑞1
+ 𝑄̇2

𝜕

𝜕𝑞2
+ 𝑈̇

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑃̇1

𝜕

𝜕𝑝1
+ 𝑃̇2

𝜕

𝜕𝑝2
.

Выберем кривую Коши так, чтобы выполнялось первое условие (3). Для этого
зададим распределение (2) в виде 1-формы

𝐶*
± = ⟨−ℎ(𝑝2)𝑝1𝑑𝑞2 + 𝑑𝑝1, 𝑑𝑞1,−ℎ(𝑝2)𝑝1𝑑𝑞1 + 𝑑𝑝2, 𝑑𝑞2⟩ .

Значение дифференциальной 1-формы 𝐶*
± на векторном поле 𝑉⃗𝒦 не должно

равняться нулю 𝐶*
±(𝑉⃗𝒦) ̸= 0. В результате получим систему:

(4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑃̇1 − ℎ(𝑃2)𝑃1𝑄̇2 ̸= 0,

𝑄̇1 ̸= 0,

𝑃̇2 − ℎ(𝑃2)𝑃1𝑄̇1 ̸= 0

𝑄̇2 ̸= 0.

Пусть кривая Коши, удовлетворяющая условиям (4), имеет вид

𝒦 = {𝑞1 = 𝑠, 𝑞2 = 𝑠, 𝑢 = 𝑠2, 𝑝1 = 𝑠, 𝑝2 = 𝑠}
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Первые интегралы распределений, ограниченные кривой Коши 𝐻1|𝒦, 𝐻2|𝒦
функционально независимы, поэтому можно найти гладкую функцию 𝐹 (𝑥, 𝑦)
такую, что 𝐹 (𝐻1|𝒦, 𝐻2|𝒦) = 0.

Выберем функцию ℎ(𝑝2) =
1

1 + 𝑝2
, тогда

𝐻1|𝒦 = 𝑄2(𝑠) = 𝑠, 𝐻2|𝒦 = 𝑈(𝑠)− (1 + 𝑃2(𝑠))
2

2
=

𝑠2

2
− 𝑠− 1

2
.

Находим функцию F такую, что 𝐹 (𝐻1|𝒦, 𝐻2|𝒦) = 0:

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦 − (1 + 𝑥)2

2

тогда

𝐻 = 𝐹 (𝐻1, 𝐻2) = 𝑞22 + 𝑢− (1 + 𝑝2)
2

2
− (1 + 𝑞2)

2

2
,

заметим, что 𝒦 ⊂ 𝐿, если 𝐻 = 0, т.е. 𝐿 = {𝑎 ∈ 𝐽1|𝐻(𝑎) = 0}. Одномерное
распределение 𝑙+ = 𝐶+ ∩ 𝑇𝐿 порождено векторным полем

𝑋 = (1 + 𝑝2)
𝜕

𝜕𝑞2
+ (1 + 𝑝2)𝑝2

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑝1

𝜕

𝜕𝑝1
+ (−𝑞2 + 1 + 𝑝2)

𝜕

𝜕𝑝2
.

Продолжая кривую Коши вдоль траектории векторного поля 𝑋, получена
поверхность решения исходного уравнения (1) в параметрическом виде.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞1 = 𝑠, 𝑞2 =
𝑒

𝑡
2

(︁√
3(𝑠+ 2) sin

(︁√
3𝑡
2

)︁
+ 3 cos

(︁√
3𝑡
2

)︁
𝑠
)︁

3
,

𝑢 =

2

(︂
𝑠2 + 𝑠− 1

2

)︂
𝑒𝑡 cos2

(︁√
3𝑡
2

)︁
3

−

√
3(𝑠+ 2)𝑒

𝑡
2 sin2

(︁√
3𝑡
2

)︁
3

+

+
(2𝑠2 + 2𝑠+ 5)𝑒𝑡

6
+

(︁
4
√
3𝑒𝑡(𝑠+ 1

2
) sin

(︁√
3𝑡
2

)︁
− 6𝑒

𝑡
2 𝑠
)︁
cos

(︁√
3𝑡
2

)︁
6

− 1

2
,

где 𝑡, 𝑠 – параметры. Кривая Коши и график многозначного решения представлен
на рисунке (1).

Данная работа была поддержана грантом Фонда развития теоретической физики
и математики «БАЗИС» №23-7-5-52-1.
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Рис. 1. Поверхность решения
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