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Аннотация: Гладкие семейства функций от двух переменных, инвариантных
относительно действия произвольной конечной группы 𝐺 ⊂ 𝑆𝑂(2) поворотами,
встречаются вблизи параболических орбит с резонансами – компактных орбит
ранга 1 интегрируемых систем с 2 степенями свободы, допускающих локально-
свободное гамильтоново действие окружности (такие интегрируемые системы
иногда называют полуторическими). Известно, что классификация компактных
орбит коранга 1, встречающихся в интегрируемых системах с 𝑛 ⩾ 2 степенями
свободы, допускающих локально-свободное гамильтоново действие (𝑛 − 1)-
мерного тора, сводится к классификации особенностей, возникающих в гладких
(𝑛 − 1)-параметрических семействах функций от двух переменных, инвариантных
относительно действия конечной группы 𝐺 ⊂ 𝑆𝑂(2) поворотами. Таким
образом, изложенные ниже результаты позволяют классифицировать особые орбиты
указанного типа, возникающие в типичных интегрируемых системах.

1. Введение

В качественной теории интегрируемых систем важную роль играют структурно
устойчивые особые орбиты, т.е. такие орбиты, в малой окрестности которых
топология слоения Лиувилля сохраняется при малых интегрируемых возмущениях
системы. Например, невырожденные особые орбиты являются структурно
устойчивыми, согласно теореме Элиассона-Вея [2, 3] (см. также [6, 7]). Простейшая
вырожденная особенность – параболическая орбита [8] – является структурно
устойчивой [8] и даже гладко структурно устойчивой [9]. Гладкие семейства
функций, инвариантных относительно действия коммутативной компактной группы
Ли, возникают при изучении бифуркаций критических орбит интегрируемых
гамильтоновых систем [6]. Например, гладкие семейства четных функций с
группой симметрий из двух элементов возникают в интегрируемых гамильтоновых
системах с 2 степенями свободы вблизи таких вырожденных орбит ранга 1, как
«эллиптическое удвоение периода» и «гиперболическое удвоение периода» [11].
Гладкие семейства функций от четырех переменных, инвариантных относительно
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гамильтонова действия окружности 𝐺 ∼= 𝑆𝑂(2), встречаются вблизи таких
вырожденных орбит коранга 2, как «интегрируемая гамильтонова бифуркация
Хопфа» [14] и ее гиперболические аналоги. Все указанные выше типы вырожденных
особых орбит встречаются во многих интегрируемых системах динамики
твердого тела (см., например, [6, 10, 11]), магнитных геодезических потоках,
инвариантных относительно вращений [5]; они являются структурно устойчивыми
относительно вещественно-аналитических интегрируемых возмущений. Семейства
четных функций встречаются во многих динамических системах (не обязательно
интегрируемых, см., например, [13]).

Гладкие семейства функций от двух переменных, инвариантных относительно
действия произвольной конечной группы 𝐺 ⊂ 𝑆𝑂(2) поворотами, встречаются
вблизи параболических орбит с резонансами [12] – компактных орбит ранга 1
интегрируемых систем с 2 степенями свободы, допускающих локально-свободное
гамильтоново действие окружности (такие интегрируемые системы иногда называют
полуторическими). Известно, что классификация компактных орбит коранга 1,
встречающихся в интегрируемых системах с 𝑛 ⩾ 2 степенями свободы, допускающих
локально-свободное гамильтоново действие (𝑛 − 1)-мерного тора, сводится к
классификации особенностей, возникающих в гладких (𝑛 − 1)-параметрических
семействах функций от двух переменных, инвариантных относительно действия
конечной группы 𝐺 ⊂ 𝑆𝑂(2) поворотами. Таким образом, изложенные ниже
результаты позволяют классифицировать особые орбиты указанного типа,
возникающие в типичных интегрируемых системах.

2. Классификация 𝐺-инвариантных особенностей

В работе будут рассмотрены гладкие семейства функций 𝐹 (z, 𝜆) от двух
переменных z = (𝑥, 𝑦) и параметров 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘), инвариантных относительно
поворота на угол 2𝜋/𝑠 для целого числа 𝑠 ⩾ 2:

𝐹 (𝐴z, 𝜆) = 𝐹 (z, 𝜆), где 𝐴(𝑥, 𝑦) = (𝑥 cos
2𝜋

𝑠
−𝑦 sin

2𝜋

𝑠
, 𝑥 sin

2𝜋

𝑠
+𝑦 cos

2𝜋

𝑠
).

Другими словами, рассматриваются гладкие функции, инвариантные относительно
действия конечной группы 𝐺 ⊂ 𝑆𝑂(2), порожденной оператором поворота z ↦→ 𝐴z
(т.е. 𝐺-инвариантные функции).

Предложение 1. Для любой конечной группы 𝐺 ⊂ 𝑆𝑂(2) алгебра R[𝑥, 𝑦]𝐺
𝐺-инвариантных многочленов от переменных 𝑥, 𝑦 мультипликативно порождена
многочленами |𝑧|2, Re(𝑧𝑠) и Im(𝑧𝑠), где 𝑠 = |𝐺|, 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦. В частности, ряд Тейлора
в нуле любой 𝐺-инвариантной функции 𝑓(z) имеет вид

(1) Re

(︃
∞∑︁

𝑝,𝑞=0

𝑐𝑝,𝑞|𝑧|2𝑝𝑧𝑠𝑞
)︃
,

где 𝑐𝑝,𝑞 = 𝑐𝑝,𝑞(𝑓) ∈ C, 𝑐𝑝,0 ∈ R.
Определение 1. Пусть 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) – гладкая 𝐺-инвариантная функция,

заданная в окрестности точки (0, 0), где |𝐺| = 𝑠 ⩾ 2. Будем говорить, что

функция 𝑓 имеет 𝐺-регулярную особенность в точке (0, 0), если 𝑓
(2)
𝑧𝑧 (0, 0) ̸= 0 или
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𝑓
(𝑠)
𝑧𝑠 (0, 0) ̸= 0 (т.е. хотя бы один из коэффициентов 𝑐1,0, 𝑐0,1 ряда Тейлора (1) отличен
от нуля; другими словами, либо многочлен Тейлора степени 2 функции 𝑓(𝑥, 𝑦)
отличен от константы, либо 𝑠 > 2 и многочлен Тейлора степени 𝑠 не является
многочленом от 𝑥2 + 𝑦2.

Типом 𝐺-регулярной особенности называется число 𝑘 ∈ Z+ ∪ {+∞}, равное
числу «нулей» на диагонали матрицы Тейлора. Можно выделить 4 класса 𝐺-
регулярных особенностей в соответствии с их типом: (i) 𝑘 + 1 < 𝑠

2
, (ii) 𝑘 = 𝑠−1

2
,

(iii) 𝑘 = 𝑠
2
− 1, (iv) 𝑠 четно, 𝑘 ⩾ 𝑠

2
.

Гладкое 2-параметрическое семейство 𝐺-инвариантных функций назовем
типичным при 𝑠 ⩾ 3, если любая функция 𝑓(𝑥, 𝑦) этого семейства не является
решением никакой из следующих систем уравнений на коэффициенты ее ряда
Тейлора в нуле:

� система трех уравнений 𝑓
(2)
𝑧𝑧 (0, 0) = 0, Re𝑓

(𝑠)
𝑧𝑠 (0, 0) = 0, Im𝑓

(𝑠)
𝑧𝑠 (0, 0) = 0 (эта

система эквивалентна системе 𝑐1,0 = Re𝑐0,1 = Im𝑐0,1 = 0),

� система трех уравнений 𝑓
(2)
𝑧𝑧 (0, 0) = 0, 3𝑓

(4)

𝑧2𝑧2(0, 0) = ±|𝑓 (𝑠)

𝑧4 (0, 0)|, 𝑓
(6)

𝑧3 ¯̃𝑧3
(0, 0) = 0 в

случае 𝑠 = 4 (эта система эквивалентна системе 𝑐1,0 = 𝑐22,0 − |𝑐0,1|2 = 𝑐3,0|𝑐0,1|2 −
𝑐2,0Re(𝑐1,1𝑐0,1) = 0),

� система трех уравнений 𝑓
(2)
𝑧𝑧 (0, 0) = 0, 𝑓

(4)

𝑧2𝑧2(0, 0) = 0, 10𝑓
(6)

𝑧3𝑧3(0, 0) = ±|𝑓 (𝑠)

𝑧6 (0, 0)|
в случае 𝑠 = 6 (эта система эквивалентна системе 𝑐1,0 = 𝑐2,0 = 𝑐23,0 − |𝑐0,1|2 = 0),

� система трех уравнений 𝑓
(2)
𝑧𝑧 (0, 0) = 0, 𝑓

(4)

𝑧2𝑧2(0, 0) = 0, 𝑓
(6)

𝑧3𝑧3(0, 0) = 0 в случае
𝑠 ⩾ 7 (эта система эквивалентна системе 𝑐1,0 = 𝑐2,0 = 𝑐3,0 = 0).

Замечание 1. Пространство типичных семейств открыто и плотно в
пространстве всех 𝐶∞-гладких 2-параметрических семейств 𝐺-инвариантных
функций.

Теорема 1 ( [1]). (a) В типичных 2-параметрических семействах гладких 𝐺-
инвариантных функций 𝐹 (z, 𝜆) встречаются только особенности, приводящиеся к
нормальной форме 𝑓𝑠,𝑘,𝑎(z) = 𝐹𝑠,𝑘,𝑎(z, 0), 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 2.

(b) Если 𝐹 (z, 𝜆*) – типа 𝑓𝑠,𝑘,𝑎(z), и det ‖𝐹𝜆𝑖𝑧𝑗𝑧𝑗(0, 𝜆
*)‖𝑘𝑖,𝑗=1 ̸= 0, то 𝐹 приводится

к 𝐹𝑠,𝑘,𝑎, т.е. 𝐹 (z, 𝜆) = 𝐹𝑠,𝑘,𝑎(𝜆)(w(z, 𝜆), 𝜈(𝜆)) + 𝜈0(𝜆).

𝐹𝑠,0(z) =

{︂
±𝑥2 ± 𝑦2, 𝑠 ∈ {1, 2},
±(𝑥2 + 𝑦2) = ±|𝑧|2, 𝑠 ⩾ 3,

𝐹𝑠,1,𝑎(z, 𝜈) =

⎧⎨⎩
±𝑥2 ± 𝑦𝑠+2 +𝜈𝑦𝑠, 𝑠 ∈ {1, 2},
Re(𝑧3) +𝜈|𝑧|2, 𝑠 = 3,
Re(𝑧𝑠) + 𝑎|𝑧|4 +𝜈|𝑧|2, 𝑠 = 4, 𝑎2 ̸= 1; 𝑠 ⩾ 5, 𝑎 ̸= 0,

𝐹𝑠,2,𝑎(z, 𝜈) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
±𝑥2 ± 𝑦2𝑠+2 +𝜈2𝑦

2𝑠 + 𝜈1𝑦
𝑠, 𝑠 ∈ {1, 2},

Re(𝑧4)± |𝑧|4 + 𝑎|𝑧|6 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 = 4, 𝑎 ̸= 0,
Re(𝑧5) + 𝑎|𝑧|6 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 = 5,
Re(𝑧𝑠) + 𝑎1|𝑧|6 + 𝑎2|𝑧|8 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 = 6, 𝑎1

2 ̸= 1,
𝑠 ⩾ 7, 𝑎1 ̸= 0.
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3. Особенности интегрируемых гамильтоновых
систем

Получена классификация (с точностью до послойного диффеоморфизма)
особенностей коранга 1 типичных интегрируемых систем на 4- и 6-мерных
симплектических многообразиях. Доказано, что вблизи орбиты коранга 1
слоение Лиувилля типичной интегрируемой системы диффеоморфно стандартной
модели. Вблизи таких особенностей мы также изображаем фазовые портреты
и их бифуркации. Наши особенности в 4-мерном случае представляют собой
параболические орбиты с резонансами и бифуркации таких орбит в 6-мерном
случае.

Интегрируемая гамильтонова система на 2𝑛-мерном симплектическом
многообразии (𝑀,𝜔) задается гладким отображением ℱ = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) : 𝑀 −→ R𝑛,
где {𝑓𝑖, 𝑓𝑗} = 0. Возникает сингулярное лагранжево слоение на (𝑀,𝜔), слоями
которого являются связные компоненты множеств ℱ−1(𝑐), 𝑐 ∈ R𝑛. Регулярные
компактные слои представляют собой торы Лиувилля. Предположим, что 𝑀
компактно. Тогда отображение ℱ порождает гамильтониан R𝑛-действие на 𝑀 .

Рассмотрим класс 𝑆 = 𝒮(𝑀) интегрируемых систем на 𝑀 (называемых
полуторическими), для которых функции 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 порождают локально свободное
гамильтоново действие (𝑛− 1)-тора на 𝑀 .

Локальная особенность (т. е. компактная R𝑛–орбита) интегрируемой системы
(𝑀,𝜔,ℱ) называется структурно устойчивой если топология слоения сохраняется
после любых (достаточно малых) интегрируемых возмущений системы в классе 𝒮
(более формально, существует окрестность 𝑈 этой сингулярной орбиты такая, что

любая интегрируемая система (𝑈, ̃︀𝜔, ̃︀ℱ) ∈ 𝒮(𝑈), достаточно близкой к заданной

системе в 𝐶∞-топологии, может быть представлено как ̃︀ℱ = 𝜑∘ℱ ∘Φ, где Φ : 𝑈 → 𝑀
и 𝜑 : R𝑛 → R𝑛 – вложение и гомеоморфизм соответственно, близкие к тождествам).
Если Φ – диффеоморфизм на свой образ, особенность называется гладко структурно
устойчивой.

Определим стандартную модель интегрируемой системы на симплектическом
многообразии

𝑀𝑠𝑡 = (𝐷2 ×𝐷𝑛−1 × 𝑇 𝑛−1)/𝐺, 𝜔𝑠𝑡 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑑𝐼𝑖 ∧ 𝑑𝜙𝑖,

заданный инволютивным набором функций 𝐼 = (𝐼1, . . . , 𝐼𝑛−1) и 𝐺-инвариантной
функцией Гамильтона 𝐻 = 𝐻𝑠,𝑘,𝛼(z, 𝜈), 𝑘 = 1, 2, где действие порождающей
группы 𝐺 на указанное прямое произведение имеет вид (𝑥, 𝑦, 𝐼, 𝜙) ↦→
(𝑥 cos(2𝜋ℓ/𝑠) − 𝑦 sin(2𝜋ℓ/𝑠), 𝑥 sin(2𝜋ℓ/𝑠) + 𝑦 cos(2𝜋ℓ/𝑠), 𝐼, 𝜙1 + 2𝜋/𝑠, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑛−1),
0 < ℓ < 𝑠, (ℓ, 𝑠) = 1. Функция Гамильтона определяется следующим образом:
функции Морса 𝐻𝑠,0 = 𝐻±,±

𝑠,0 (𝑥, 𝑦) = ±|𝑧|2 = ±(𝑥2 + 𝑦2) и 𝐻𝑠,0 = 𝐻+,−
𝑠,0 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2

(для 𝑠 = 1, 2) и два семейства функций 𝐻𝑠,𝑘,𝛼(z, 𝜈), 𝑘 = 1, 2:

𝐻𝑠,1,𝛼(z, 𝜈) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
±𝑥2 + 𝑦𝑠+2 +𝜈𝑦𝑠, 𝑠 = 1, 2,
Re(𝑧3) +𝜈|𝑧|2, 𝑠 = 3,
Re(𝑧4) + 𝛼|𝑧|4 +𝜈|𝑧|2, 𝑠 = 4, 𝛼2 ̸= 1,
Re(𝑧𝑠) + |𝑧|4 +𝜈|𝑧|2, 𝑠 ⩾ 5,
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𝐻𝑠,2,𝛼(z, 𝜈) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
±𝑥2 + 𝑦2𝑠+2 +𝜈2𝑦

2𝑠 + 𝜈1𝑦
𝑠, 𝑠 = 1, 2,

Re(𝑧4) + |𝑧|4 ± |𝑧|6 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 = 4,
Re(𝑧5) + |𝑧|6 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 = 5,
Re(𝑧6) + 𝛼|𝑧|6 + |𝑧|8 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 = 6, 𝛼2 ̸= 1,
Re(𝑧𝑠) + |𝑧|6 + 𝛼|𝑧|8 +𝜈2|𝑧|4 + 𝜈1|𝑧|2, 𝑠 ⩾ 7.

Здесь 𝜈 = (𝜈𝑖) ∈ R𝑘 – малый параметр, 𝛼 ∈ R – параметр, называемый модулем.

Теорема 2 ( [1]). Пусть 𝑛 = 1
2
dim𝑀 ∈ {2, 3} и 𝒮𝑠𝑡 ⊆ 𝒮 = 𝒮(𝑀) обозначают

класс систем, у которых все локальные особенности послойно диффеоморфны
стандартным. Тогда 𝒮𝑠𝑡 открыт и плотен в 𝒮 относительно 𝐶∞-топологии.

Если фазовый портрет стандартной модели сохраняется с точностью до
гомеоморфизма при малом изменении модуля 𝛼 (например, модуль отсутствует),
то любая особенность, послойно диффеоморфная ему, структурно устойчива
(соответственно гладко структурно устойчив) относительно малых возмущений
в классе 𝒮.

Автор является стипендиатом Фонда развития теоретической физики и
математики «БАЗИС».
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